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A NOTE ON PRACTICAL OUTPUT TRACKING FOR A CLASS OF UNCERTAIN  

HIGH ORDER NONLINEAR SYSTEMS 

 

Keylan Alimhan, Abilmazhin A. Adamov and Gaziza Batayeva 

L.N. Gumilyov Eurasian National University, Kazakhstan 

 

Abstract 

This paper considers the problem of global practical tracking via output feedback control for a 

class of more general uncertain high-order nonlinear systems. By introducing sign function and 

necessarily modifying the homogeneous domination approach and under a weaker growth condi-

tion, this paper proposes a new control scheme to achieve the global practical tracking. It is shown 

that the designedcontroller guarantees that the state of the resulting closed-loop system is globally 

bounded and the tracking error converges to a prescribed arbitrarily small neighborhood of the 

origin after a finite time. 

Keywords.output feedback control, practical output tracking, homogeneous domination, nonlinear 

system 

1. Introduction 

The problem of global output tracking control of nonlinear systems is one of the most important 

and challenging problems in the field of nonlinear control and lots of efforts have been made during 

the last decades, see [1-12], as well as the references therein. With the help of the nonlinear output 

regulator theory [3], [4] and the method of adding a power integrator [13-15], series of research re-

sults have been obtained [5-7]. For details, in [8], practical output tracking via smooth state feed-

back for nonlinear systems was considered. Compared with state feedback control, the theory of 

output control developed slower, because there is no general and effective method to design a non-

linear observer. 

This paper deals with the problem of global practical output tracking by output feedback for a 

class of more general high-order nonlinear systems described by 

1

0 1

( , , ), 1, , 1,

( , , ),

   

 

 

ip
i i ii

n n n

r

x x t x u i n

x u t x u

y x y

 

 



         (1) 

where T

1( , , ) n

nx x x R  and u R  are the system state and the control input, respectively. For 1,i 

…, ,n ( , , )i t x u are unknown continuous functions and 1 : { [0, ) :i oddp R p q p    and q  are odd inte-

gers, p q } ( 1, , 1)i n  are said to be the high orders of the system, with 
np  obviously equal to one 

(which is not a limitation since we can easily set : np
v u  in the case of non-unity np ). The parameters 

, 0,1, ,i i n  are unknown constants and ry is a reference signal to be tracked. Although in the   

usual tracking problem the reference signal ( ), [0, )ry t t  as well as its derivates are assumed to be 

known, but in our problem only the error 0 1  ry x y between the output 0 1x and the reference signal 

ry are assumed to be measureable. Hence only y is allowed to use in the design of the control. There 

are two reasons torestriction the only measurement to be the error signal. One, in some practice con-

trol applications, is inevitable that the error signal is the one to be directly measured. For example, 

in a missile guidance system, instead of measuring the absolute position of the moving target, that is 

signal ry , the onboard radar keeps measuring the distance/error between the missale and the target 

[1]. The other one is assuming only error signal also makes the actuator design simple, as the con-

troller does not depend on the signal to be tracked explicitly. In this way, the controller is more 

adaptive to different reference signals [2]. 

Recently, in [9-12] and [2], the practical output feedback tracking problem was also investigated 

for a class of nonlinear systems with higher-order growing unmeasurable states, extending the re-

sults on stabilization in [16-19]. 
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In [9-12] and [2], the following condition on the uncertain term ( )i  is assumed: 

 1( ) ( )

1( , , ) i i ir r r r

i it z u C x x C
 


 

   
           

(2) 

where 0C  , 0   or 1 11
1

n

ll
p p 

    are constants and 
ir ‘s are defined as 

1 11, 0,i i ir r p r    

1, ,i n . Nevertheless, from both practical and theoretical points of view, it is still somewhat re-

strictive to require system (1) satisfying such restriction. To illustrate the limitation, let us consider 

the following simple system: 
3 5

1 1 2 2 2 0 11 , , , [1, 2], 0,1, 2      r ix x x x u y x y i     

where
1 2 1,p p 

3 5

1 1x  and 
2 0  . For the simple system, it is easily verified that the works [9-12] 

and [2] cannot lead to any output feedback tracking controller because of the presence of low-order 

term 3 5
1x dissatisfied the growth condition.  

In this paper, by introducing a combined homogeneous domination and sign function approach, 

we shall solve the above problems. 

2. Mathematical Preliminaries 

We collect the definition of homogeneous function and several useful lemmas. 

First, we recall some important definitions regarding to homogeneous systems (For more details, 

see, e.g,.[20], [21], [23] and [22]). Now, let  1, , n
nx x x R  be a fixed coordinate, and 0s  , 

0 ( 1, , )ir i n  be real numbers. Then: 

(i) A dilation ( )s x is a mapping defined by 

 1
1( ) , , , 0nrr

s nx s x s x s     

 where ir are called the weights of the coordinate. For simplicity of notation, the dilation weight 

is denoted by 1( , , )nr r  . 

(ii) A function ( , )nV C R R is said to be homogeneous of degree if there is a real number R 

such that  

 1( ( )) ( , , ), 0n
s nV x s V x x x R     . 

(iii) A vector field ( , )n nf C R R  is said to be homogeneous of degree  if there is a real number 

R  such that for 1, ,i n  

 1( ( )) ( , , ), 0ir n
i x i nf x s f x x x R

 
     . 

(iv) A homogeneous p -norm is defined as 
1

, 1
, , 1

i
p

p rn n
ip i

x x x p
 

 
    
 
 R . 

 For the simplicity, write x


for
,2

x


. 

Next, we introduce several technical lemmas which will play an important role and be frequently 

used in the later control design. 

Lemma1[21]. Given a dilation weight 1( , , )nr r  , suppose 1( )V x and 2 ( )V x are homogeneous of de-

gree 1 and 2 , respectively. Then, 1 2( ) ( )V x V x is also homogeneous with respect to the same dilation Δ. 

Moreover, the homogeneous degree of 1 2( ) ( )V x V x is 1 2  . 

Lemma2[21]. Suppose : nV R R is a homogeneous function of degree with respect to the dilation 

weight  . Then, the following holds: 

(i) iV x  is also homogeneous of degree ir  with ir being the homogeneous weight of ix . 

(ii) There is a constant 0  such that ( )V x x





 . Moreover, if ( )V x is positive-definite, there is a 

constant 0  such that ( )x V x




 . 
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Now, we introduce several technical lemmas which will play an important role and be frequently 

used in the later control design. 

Lemma3[5]. For any real numbers 0, 0x y  and 1m  , the following inequality holds: 

    
1

1
mm

x y x m m y


   . 

Lemma4[24]. For all ,x y R  and a constant 1p   the following inequalities holds: 

(i) 12
p p p px y x y   ,  

1 1 1p p p
x y x y  

   
11

2
pp p

x y


   

If 1

oddp R ,  then 

(ii) 12
p p p px y x y   and   111 1 2 .

pp pp px y x y


    

Lemma5[24]. Let ,c d be positive constants. Then, for any real-valued function ( , ) 0x y  , the follow-

ing inequality holds: 

( , ) ( , )
c d c d c dc dc d

x y x y x x y y
c d c d

 
  

 
. 

Lemma6[25].For ,x y R  and 0 1p   the following inequality holds: 

  .
p p p

x y x y    

When 1,p a b  where 0a  and 0b  are odd integers 
12 .

pp p px y x y    

Lemma7[26].If 1

oddp a b R  with 1a b  being some real numbers, then for any ,x y R  
1

1 12 sgn( ) sgn( )
b

a ap p bx y x x y y   . 

Lemma8[8]. If  : , ( )f a b R a b   is monotone continuous and satisfies ( ) 0f a  , then 

( ) ( )
b

a
f x dx f b b a   . 

3. Main Results 

This paper deals with the practical output tracking problem by output feedback for nonlinear 

systems (1). Here, we give a precise definition of our practical tracking problem [9], [11]. 

The problemof global practical tracking by an output feedback: Consider system (1) and assume 

that the reference signal ( )ry t is a time-varying 1C - bounded function on [0, ). For any given 0  , 

designan output controllerhaving the following structure 
1( , ), (0)

( , ),

ny R

u y

   

 

  



                            (3) 

where ,  are some smooth functions, such that 

i)     All the state   2 1( ), ( ) nx t t R  of the closed-loop system (1) with output controller (3) is 

well-defined on [0, ) and globally bounded. 

ii)     For any initial state  (0), (0)x  , there is a finite time : ( , (0), (0)) 0T T x   , such that         

1( ) ( ) ( ) , 0ry t x t y t t T      .                     (4) 

In order to solve the global practical output tracking problem, we made the following assump-

tions: 

Assumption1. For 1, ,i n , there are constants 1 2,C C and  

1 11
1

n

ll
p p 

   such that  

 1( ) ( )

1 1 2( , , ) i i ir r r r

i it x u C x x C
 


 

                    (5) 
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where  1 11, 0, 1, ,i i ir r r p i n     and 
1 11

1
n

ll
p p 

  for the case of l = 1. 

Remark1.Assumption1, which gives the nonlinear growth condition on the system drift terms, en-

compasses the assumptions in existing results [9-12] and [2]. Specifically, when 0  , it reduces to 

Assumptions in [9-10] and [1-2]. When  is some ratios of odd integers in 1 11
[ 1 , 0]

n

ll
p p 

   , it 

encompasses the condition used in [11].  

Assumption2.The reference signal ( )ry t  is continuously differentiable. Moreover, there is a known 

constant D>0, such that 

( ) ( ) , [0, )r ry t y t D t     .                    (6) 

Assumption3. For 0,1, ,i n , there exist positive constants , i i
 such that 

   i i i .                                    (7) 

Now, we state the main result of this paper as follows: 

Theorem1.Under assumptions1-3 on system (1), the global practical output tracking problem stated 

aboveis solvable by output controller of the form (3). 

Proof.With the help of these Lemmaes1-8and [27], we can prove of the main results. First, we in-

troduce the following change of coordinates  
0 1 1 1 11 ( ) 1 ( ) 1

1 0 1 0 1 1, , 2, ,  

  i i ip p p p p

i i ix x i n                (8) 

where 
0 1p , under which system (1) can be written as 

1

1

( , , ), 1, , 1

( , , )

( )

   

 

 

ip
i ii

n n

r

t u i n

u t u

y y t

   

   



                        (9) 

where 0 1 1 1 11 ( ) 1 ( ) 1

1 0 1 0 1 1( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ),  

  i i ip p p p p

i i it u t x u t u t x u          2, ,i n  and 

0 1 1 1 11 ( ) 1 ( ) 1

0 1 1 .  

 i i np p p p p

n n     Via Assumption 3, it can be verified that ( , , )i t u   will satisfy Assump-

tion 2 with a new growth rate 
1 2,C C . That is 

 1( ) ( )

1 1 2( , , ) , 1, ,
 

    i i ir r r r

i it u C C i n
 

    .      (10) 

Due to remaining of the prove is very similar to [12] and pages limit, so omitted here. 

4. Conclusions 
In this paper, an output feedback tracking controller for a class of high-order uncertain nonlinear 

systems was presented under weaker condition. It was shown that the global practical tracking prob-

lem is solvable using the homogenous observer and controller, which can be explicitly constructed. 

First, we designed an output feedback controller for the nominal system without the perturbing non-

linearties. Then, we utilized the homogeneous domination approach by introducing an adjustable 

scaling gain into the output feedback controller obtained for the nominal system. Further, it was al-

so shown that an appropriate choice of gain will enable us to globally track for a class of uncertain 

nonlinear systems in finite time. Finally, the proposed approach can also widen the applicability to a 

broader class of systems. 
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mailto:abdrakhman@mail.ua
mailto:acbizh@mail.ru
mailto:zbk_60@mail.ru
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Цифрлік құрылғылар интегральданған сұлба (ИС) ретінде дайындалады. ИС - 

интегралданған технологиямен дайындалған, жеке корпуста және дискретті (цифрлік) 

сигналды түрлендіру үшін нақты функцияны орындайтын микроэлектрондық ӛнім.  

Логикалық алгебра немесе бульдік алгебра математика аппаратын пайдалана отырып, 

цифрлік ИС жұмысын және олардың негізінде жасалынған құрылғыларды сипаттайды.  

 
Сурет 1 – Цифрлік құрылғылардың құрамы 

Комбинациялық цифрлік құрылғы (КЦҚ) - шығыс сигналдарының мәндері ағымдағы 

уақыттағы  кіріс  сигналдарының  мәніне ғана тәуелді болатын құрылғы. КЦҚ - ның жады 

элементтері жоқ, сондықтан шығыс сигналдары бұл құрылғыларда тек қана кіріс 

сигналдарының  шамаларына сәйкес қалыптасады. 

Біз бұл мақалада комбинациялық құрылғылардың бірін -  демультиплексорді 

қарастырамыз.  Екі адрестік кірісті және үш ақпараттық шығысты демультиплексорды 

қарастырайық. Жалпы, адрестік кірістер де, ақпараттық шығыстар да, 2 санының қандай – да 

бір дәрежесі түрінде алынады. Ардуино платформасында демультиплексордің моделін 

құрастырғанда (авторлардың бұл топтамадағы «Комбинациялық цифрлық құрылғыны 

АРДУИНО платформасында моделдеу» мақаласын қараңыз)мысал ретінде алынған SN7411 

микросұлбасында үш ЖӘНЕ элементі болғандықтан шығыстар саны осылай алынған. 

Демультиплексор —  бұл бір ақпараттық кірістегі (D) сигналды бірнеше ақпараттық 

шығыстарға (Y0 – Y2) біріне қосатын комбинациялық цифрлық құрылғы. 

Демультиплексорларды сұлбалардағы шартты белгілері DMX немесе DMS(Сурет 2). 

 
Сурет 2 – Демультиплексордың шартты графикалық белгіленуі 
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Демультиплексердің жұмыс кестесін құрастырайық. Демультиплексердің жұмысы 

адрестік кірістердің комбинацияларына байланысты болады. Демультиплексердің кірісіне 

ақпараттық сигнал  (D) логикалық «0» немесе логикалық «1» ретінде келеді. Сондықтан, 

ақпараттық кірістердің барлық комбинациясын ескерсек, бізде 6 комбинация болуы тиіс. 

(Кесте 1). 

Кесте 1.  Демультиплексердің жұмыс кестесі 

 
Бұл жерде (*) – бейтарап жағдай. Сигналдың немесе логикалық «0» немесе логикалық 

«1» болуы мүмкін. Бірақ бұл сигналдардың мәндері құрылғылардың не кірісіне не шығысына 

ешқандай әсер етпейді. 

Берілген демультиплексордың қалай жұмыс атқаратынын қарастырайық.  Бұл 

құрылғы сигналдардың логикалық коммутаторы ретінде қолданылады. Ол бір ақпараттық 

кірістегі (D) сигналды, адрестік кірістердегі комбинацияға байланысты, құрылғыны 

шығысындағы бірнеше ақпараттық шығыстардың, біздің жағдайда  (Y0 – Y2) – тің біріне 

қосады. Коммутатор адрестік кірістер (А0 – А1) арқылы басқарылады. Бұл адрестік 

сигналдар шығыстағы қандай каналды  кіріс сигналына қосу керектігін анықтайды. Келесі 

суретте демультиплексердің жұмыс атқару картасы кӛрсетілген (Сурет 3). 

 
Сурет 3 – Демультиплексердің жұмыс атқару картасы 

Кесте мен картаны пайдаланып, демультиплексердің шығыс функциясының 

теңдеулерін алайық:  

 

Демультиплексердің құрамын анықтаймыз. Бізге үш кірісті үш ЖӘНЕ ЛЭ – і мен 

адрестік кірістерге екі инвертор (ЕМЕС) қажет болады. Инверторлар адрестік кірістерге 

логикалық «0» беру үшін қолданылады (Сурет 4). 

 
Сурет 4 – Демультиплексердің құрамы 
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Демультиплексердің құрамын анықтағаннан кейін, қадамдық режимде принципиалды 

сұлбасын кескіндейміз (Суреттер 5 -  7). 

 
Сурет 5 – Сұлбаның Y0  шығысын құрастыру 

 
Сурет 6 – Сұлбаның Y1  шығысын құрастыру 

Демультиплексордің  VHDL  тілінде жазылған моделін құру үшін принципиалды 

сұлбаға ӛзгертулер енгіземіз:  

1. Примитивтерді нӛмірлейміз (p1 – p5); 

2. Аралық сигналдарды анықтаймыз (z1, z2 - инверторлардың шығысы, s0, s1, s2  - 

конъюнкторлардың шығысы) (Сурет 8). 

Принципиалды сұлбалармен жұмыс атқарғанда, сұлбалардың сол жақ кірістеріне, 

априори (орыс. по умолчанию) логикалық «1» келеді деп есептеледі. Инверторлар кірістерде 

логикалық «0» алу үшін қажет. 

 
Сурет 7 – Демультиплексордың толық принципиалды сұлбасы 
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Сурет 8 – Демультиплексорды моделдеуге арналған сұлбасы 

Демультиплексордің  VHDL  тілінде жазылған моделінің листингі (файл 

demultipleksor.vhd): 

entity dms is 

port (d, a1, a0: in bit; 

y2, y1, y0: out bit); 

// демультиплексордің кіріс / шығыс сигналдарын тағайындау 

enddms; 

architectureBehavioral of dms is 

// демультиплексордің архитектурасын (құрамын) анықтау 

// демультиплексордің құрамында инвертор бар 

componentn 

port ( a: in bit; 

y: out bit) ; 

end component; 

// демультиплексордің құрамында үш кірісті конъюнктор бар 

 

componenta3 

port ( a, b, c: in bit; 

y: out bit); 

end component; 

signalz2, z1,s2, s1,s0: bit; 

// аралық сигналдарды тағайындау 

begin 

// порт картасын толтыру 

// әр примитивтің кіріс / шығыс сигналдарын мұқият толтыру қажет 

// қате толтырған жағдайда, қателігі бар жоба алынады 

// компилятор тек қана синтаксисті ғана тексереді 

p1: n port map (a => a,  y => z1); 

p2: n port map (a =>b,  y => z2); 

p3: a3 port map (a => z1, b => d, c => z2, y => s0); 

p4: a3 port map (a => d, b => a0, c => z2, y => s1); 

p5: a3 port map (a => z1, b => d, c => a1, y => s2); 
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y0<= s0; 

y1<= s1; 

y2<= s2; 

endBehavioral; 

entityn is 

port ( a: in bit; 

y: out bit); 

endn; 

archititecturestrl of n is  

begin 

// инвертор орындайтын терістеу амалы 

y <= ( not a)  after  1 ns; 

endstrl; 

entitya3 is 

port ( a, b, c: in bit; 

y: out bit); 

enda3; 

architecturestrl of a3 is 

begin 

// конъюнктор орындайтын логикалық көбейту амалы 

y <=( a and b and c) after 3 ns; 

end strl; 

Демультиплексордың программасын XILINX ортасында компиляциялап сұлбасын 

алғаннан кейін (Сурет 9), тест – файл жазып осы ортада уақыттық диаграммасыналамыз 

(Сурет 10). 

Дәл осы жолмен басқа да цифрлік құрылғылардың принципиалды сұлбаларын 

жобалап сызып,  VHDL  тілінде моделін құрып, уақыттық диаграммаларын алып, толық 

моделдеуге болады. Бұл жұмыстарды атқарған тәлімгерлер келешекте ӛздері әр – түрлі 

цифрлік құрылғыларды жобалап, құрастыра алатын болады. 
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Сурет 9 – Демультиплексорды XILINX – та алынған моделінің сұлбасы 

 
Сурет 10 – Демультиплексорды XILINX – та алынған уақыттық диаграммасы 
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СИСТЕМА ФУНКЦИЙ ТИПА ХААРА И СВОЙСТВА 

 

А. Абиш, А. Байдавлетов, К. Сулейменов 

Евразийский национальный университет  

им. Л.Н. Гумилева, Астана 

E-mail: Adilbek.abish@gmail.com, baidauletov_at@mail.ru, kenessary@mail.ru 

 

 В работе вводится система функций, называемая системой типа Хаара, изучается во-

прос о полноте введенной системы, а также то, что данная система является базисом в про-

странстве   (   ). 

Ключевые слова. Ортонормированная система функций, коэффициенты Фурье. 
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при                                   
Данную систему назовем системой функций типа Хаара (определение системы Хаара 

см., напр. в [1, 2]). 

 Скалярным произведением функции      (   ) называется [2] 

 

〈   〉  ∫  ( ) ( )  
 

 
. 

Имеет место 

 Теорема 1. Система функций типа Хаара {    ( )}
   

 
 является ортонормированной в 

  (   ). 

 Система функций {  }   

 
 называется полной в пространстве  (   ), если каждая 

функции    (   )    для которой справедливы соотношения 

 

∫  ( )  ( )    
 

 
, 

сама равна нулю [2]. 

 Справедлива 

 Теорема 2. Система функций типа Хаара {    ( )}
   

 
 является полной в простран-

стве  (   ). 
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OUTPUT TRACKING FOR A CLASS OF UNCERTAIN HIGH-ORDER  

NONLINEAR TIME-DELAY SYSTEMS 

 

Keylan Alimhan
 

L.N. Gumilyov Eurasian National University, Kazakhstan 

Abstract. In this paper, we study the problem of global practical output tracking via state 

feedback for a class of uncertain nonlinear time-delay systems. First, unnder mild conditions on the 

system nonlinearities involving time delay, we construct a homogeneous state feedback controller 

with an adjustable scaling gain. Then, by a homogeneous Lyapunov-Krasovskii functional, the scal-

ing gain is adjustedto dominate the time-delay nonlinearities bounded by homogeneous growth 

conditions and render the tracking error can be made arbitrarily small while all the states of the 

closed-loop system remain to be bounded 

Introduction 

Consider the following uncertain nonlinear time-delay system 

1

1

( ) ( ) ( , ( ), ( ), ( )), 1, , 1

( ) ( , ( ), ( ), ( )),

( ) ( ),

    

  



ip
i i i

n n

x t x t t x t x t d u t i n

x t u t x t x t d u t

y t x t



                       (1) 

where T

1( ) ( ( ), , )): (  n

nx t x t x t R , u R , and ( )y t R  are the system state, control input and output, 

respectively. The constant 0d  is a given time-delay of the system, for 1,i …, ,n and the system 

initial condition is 0( ) ( ), [ , 0] .  x d    The terms ( )i  represent nonlinear perturbations that 

areunknown continuous functions and 1 : { [0, ) :   i oddp R p q p and q  are odd integers, p q }

( 1, , 1) i n are said to be the high orders of the system. 

Global practical output tracking problem of nonlinear systems is one of the most important and 

challenging problems in the field of nonlinear control and has received a great deal of attention. By 

posed some conditions on system growth and power order, the practical output tracking problem of 

system (1) has been well-studied and a number of interesting results have been achieved over the 

past years, see [1-8], as well as the references therein. 

However, the aforementioned results have not considered the time-delay effect. It is well known 

that time-delay phenomena exist in many practical systems such as electrical networks, microwave 

oscillator, and hydraulic systems, etc., due to the presence of time delay in systems, it often signifi-

cant effect on system performance. Therefore, the study the problem of output tracking and stabili-

zation of time-delay nonlinear systems has important practical significance and has received much 

attention in recent years. In recent years, by employing the Lyapunov-Krasovskii method to deal 

with the time-delay, control theory, and techniques for stabilization problem of time-delay nonlinear 

systems were greatly developed and advanced methods have been made; see, for instance, [9 -13] 

and reference therein.Compared with study the stabilization problem contain time-delay, the theory 

of output tracking control developed slower. In the case when the nonlinearities contain time-delay, 

for the output tracking problems, some interesting results have been obtained [14-16]. However, in 

[14 -16] only considered special casefor the system (1), i.e., 1ip case. When the system under 

consideration is inherently time-delay non-linear, the problem becomes more complicated and diffi-

cult to solve. To the best of our knowlege, many interesting output tracking control problems for 

time delay inherently nonlinear systems unsolved yet. In this paper, we deal with such as the track-

ing problems via state feedback domination method in [17,18]. 

Mathematical Preliminaries 

We collect the definition of homogeneous function and several useful lemmas. 
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Definition1[19].For a set of coordinates  1, ,  n
nx x x R  and an -tuple 1( , , ) nr r r of positive 

real numbers we introduce the following definitions. 

(i) A dilation ( )s x is a mapping defined by  1
1( ) , , ,  nrrr

s nx s x s x 1( , , ) ,   n
nx x x R  

0 s , where ir  are called the weights of the coordinate. For simplicity of notation, the dilation 

weight is denoted by 1( , , )  nr r . 

(ii) A function ( , ) nV C R R is said to be homogeneous of degree if there is a real number R  

such that  1( ( )) ( , , ), 0    r n
s nV x s V x x x R . 

(iii) A vector field ( , ) n nf C R R  is said to be homogeneous of degree  if the component if  is ho-

mogeneous of degree  ir for each i, that is, 1( ( )) ( , , ),


  irr
i s i nf x s f x x


,  nx R 0, s for

1, ,i n . 

(iv) A homogeneous p -norm is defined as 
1

, 1
, , 1

 

 
    
 


i
p

p rn n
ip i

x x x pR . 

 For the simplicity, write 


x for
,2

x . 

Next, we introduce several technical lemmas which will play an important role and be frequently 

used in the later control design. 

Lemma1[19].Denote 1( , , )nr r  as dilation weight, and suppose 1( )V x and 2 ( )V x are  homogeneous 

functions with degree 1  and 2 , respectively. Then, 1 2( ) ( )V x V x  is also homogeneous function with 

degree of 1 2  with respect to the same dilation Δ.  

Lemma2[19]. Suppose : nV R R is a homogeneous function of degree   with respect to the dila-

tion weight  . Then, the following (i) and (ii) hold: 

(iii) iV x  is also homogeneous of degree ir  with ir being the homogeneous weight of ix . 

(iv) There is a constant 0   such that ( )V x x





 . Moreover, if ( )V x is positive definite, 

there is a constant 0   such that ( )x V x




 . 

Lemma3[17]. For all ,x y R  and a constant 1p   the following inequalities hold: 

(i) 12
p p p px y x y   ,  

1 1 1p p p
x y x y  

   
11

2
pp p

x y


   

If 1

oddp R , then 

(ii) 12
p p p px y x y    and   111 1 2 .

pp pp px y x y


    

Lemma4[18]. Let ,c d  be positive constants. Then, for any real-valued function ( , ) 0x y  , the fol-

lowing inequality holds: 

( , ) ( , )
c d c d c dc dc d

x y x y x x y y
c d c d

 
  

 
. 

This paper deals with the practical output tracking problem by state feedback for time-delay high-

order nonlinear systems (1). Here, we give a precise definition of the problem. 

The problemof global practical tracking by a state feedback: Consider system (1) and assume that 

the reference signal ( )ry t is a time-varying 1C -bounded function on [0, ). For any given 0  , designa 

state feedback controllerhaving the following structure 

( ) ( ( ), ( )), ru t g x t y t                                                                        (2) 

such that 

iii) All the state of the closed-loop system (1) with state controller (2) is well-defined and glob-

ally bounded on [0, ) . 
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iv) For any initial condition, there is a finite time 0T , such that         

( ) ( ) , 0    ry t y t t T .                   (3) 

In order to solve the global practical output tracking problem, we made the following two assump-
tions: 

Assumption1. There are constants 1 2,C C and 0  such that  





1 2

1 2

( ) ( ) ( )

1 1 2

( ) ( ) ( )

1 2 2

( , ( ), ( ), ( )) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

  

  

    

       

i i i i

i i i i

r r r r r r

i i

r r r r r r

i

t x t x t d u t C x t x t x t

x t d x t d x t d C

  

  


           (4) 

where
1 11, 0, 1, ,    i i ir r p r i n and 1np . 

Assumption2. The reference signal ( )ry t  is continuously differentiable. Moreover, there is a known 

constant 0D , such that 
( ) ( ) , [0, )r ry t y t D t      

Ouput Tracking Control Design 

In this paper, we deals with the practical output tracking problem by delay-independent state feed-

back for high-order time-delay nonlinear systems (1) under Assumptions 1-2. To this end, we first 

introduce the following coordinate transformation: 

1 1 1
: , : , 2, , , :


    

i n

i
r i

x u
z x y z i n v

L L
 

                                                 (5) 

where 1 1 10, ( 1)i i ip       , 2, ,i n  and 1L  is a scaling gainto be determined later. Then, the 

system (1) can be described in the new coordinates iz  as 

1

1

( , ( ), ( ), ), 1, , 1,

( , ( ), ( ), ),

    

  



ip
i ii

n n

z Lz t z t z t d v i n

z Lv t z t z t d v

y z



                                         (6) 

where 

1 1( , ( ), ( ), ) ( , ( ), ( ), ) ,

( , ( ), ( ), ) ( , ( ), ( ), ) , 2, , .

   

   i

r

i i

t z t z t d v t z t z t d v y

t z t z t d v t z t z t d v L i n


 

 
 

Now, using Assumption 1, Lemma 3, the fact that 1L   and  the boundedness of ry and ry guaran-

teed by Assumption 2, ensures the existence ofconstants iC , 1,2i  only depending on constants 

1 2, ,C C , andi L  , under which (4) becomes 

 

  

1 1 1 1( ) ( )

1 1 1 1 2

( ) ( )1 2
1

1

( , ( ), ( ), ) ( ) ( )

( , ( ), ( ), ) ( ) , 2, ,

 

 



    

     
i j i j

i

i

r r r r

i
r r r rv

i j j

j

t z t z t d v C z t z t d C

C
t z t z t d v C L z t z t d i n

L

 

 






    (7) 

where 1 20, 0 C C and  min 1 ( ) , 2 , 0: 1i j i j ir r j i i n             are some constants. 

In what follows, we will employ the homogeneous domination approach to construct a global state 

feedback controller for system (6). 

First, we construct a homogeneous state feedbackcontroller for the nominal nonlinear system 

without considering the non-linearityof ( )i , 1, , 1 i n  in (6), i.e.,  

11, 1, , 1, ,    ip
i niz Lz i n z Lv y z                                                  (8) 

Using similar the approach in [11, 17-18], we can design a homogeneous state feedback stabilizer 

for (8), which can be described in the following Theorem1. 

Theorem1. For a real given number 0 , there is a homogeneous state feedback controller of de-

gree   such that the nonlinear systems (8) is globally asymptotically stable. 
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Proof.  To prove the result, we use an inductive argument (recursive design method) to explicitly 

construct a homogeneous stabilizer for system (8). 

Initial step1.Let 1 1
1 1 1

r r
z z
 




  , where 1 0z   and  1max 1,i n ir    is a positive number.  

Choose the Lyapunov function 

 
 1

1 11

1

2

1 1 1

rz rr

z
V W s z ds

  




 


   . 

From (8), it follows that 
   1 1 122

1 1 1 2 2

r p p
V nL L z z

  
 

  
                                                  (9) 

where 2z the virtual controller and it is chosen as 

 1 1 2 21 2 11 ( )
2 11 1 1: , .

r p r rp r p
z n z n

     
              (10) 

Step ( 2, , )k k n .  Suppose at the step k-1, there is a 1C , positive definite and proper Lyapunov 

function 1kV  , and a set of virtual controllers 1 , , kz z defined by 

1 1
1 1 1 1

1 1

0,

, , 2, ,




 

  

    i i i i

r r

r r r r
i i i ii i

z z z

z z z i k

 

   



  
                                   (11) 

with 0, 1 1i i k     being constants, such that 

   1 1 1

1
22

1 1
1

( 2) k k k

k
r p p

k l k k k
l

V n k L L z z
  

    


  

 


      .                          (12) 

We claim that (12) also holds at Step k, i.e., there is a 1C , proper, positive definite Lyapunov func-

tion defined by 

 
 

*

2
*

1 1( ) ( ) ( ), ( )
 

    
k

k kk

k

rz rr
k k k k k k k k kz

V z V z W z W z s z ds
  

         (13) 

and virtual controller 1 1
1

k kr r
k k kz

 
  

   such that 

   22
1 1

1

( 1) k k k

k
r p p

k j k k k
j

V n k L L z z
  

 
  

 


      .                          (14) 

Since the prove of the claim (14) is very similar [4-5, 14],so omitted here. 

Using the inductive argument above, we can conclude that at the  -th step, there exists a state feed-

back controller of the form 
1

1 1

1

n

in n

r
n

rr r
n n i i

i

v z



   



 



 
    

 
                                               (15) 

with the 1C , proper and positive definite Lyapunov function,  

 
 

*

2
*

1

i
i ii

i

n rz rr
n iz

i

V s z ds
  


 



                                                    (16) 

we arrive at 

2

1

,
n

n j

j

V L 


                                                                         (17) 

where i ir r
i i iz z

 



  and , 1, ,i n i i n    are positive constants. Thus, the closed-loop system 

(8) and (15) is globally asymptotically stable.  

Now, we are ready to use the homogeneous domination approach to design a global tracking con-

troller for the system (1), i.e., statethe following main result in this paper. 

Theorem 2.For the time-delay nonlinear system (1) under Assumptions 1-2, the global practical 

output tracking problem is solvable by the state feedback controller 1
 nu L v

 in (6) and (15)． 

Proof. We define the compact notations  

 1, , ,
T

nz z z  1 1
2( ) , , , n

T
p p

nE z z z v and  2
1 2( ) , , , n

T

nF z L L
   .       (18) 
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Using the same notation (6) and (18), the closed-loop system (6) - (15) can be written as the follow-

ing compact form:      

( ) ( )z LE z F z     (19) 

Moreover, it can be shown that nV  is homogeneous of degree 2𝜎−𝜏. Hence, adopting the same Lya-

punov function (16) and by Lemm2 and Lemma 3, it can be concluded that 

2

1 1
( ) ( ) . ( )

 

  
    

  


nn n n
n ii

i

V V V
V z L E z F z m L z

Z Z z


                       (20) 

where 1 0m is constant. 

By (7), Assumption 1 and  > 1, we can find constants 0i  and 0 1i  such that 
2 ( )

2 21
2 2 1
(1 ) ( ( )) ,


 

  


    



i
iii

i

r
rrn

i i j
i

V
m L z m z z t d t

z L

 
  




   (21) 

where 2 2 2: , 0 m C m , 
2

1
2

 
ir 


 , 1

2


ir


, and 

2 (1 )
(1 ) 1

 
   



i
i i

ir

 
 


. 

Substituting (21) into (20) yields 
2 ( )

2 2 2

1 2 2 1
1 1 1

( ) (1 (1 ) ( )


   

    
  

 
        

 
  

i
i ii i

i

rn n n
r r

n

i i i

V z L m z m L z m L z z t d
L

 
     




     (22) 

By Lemma4, there exists a constant 3 0m  such that 
2 2 2

2 3( ) ( ) ,
  

   
   i ir r

m z z t d z m z t d
    

                                (23) 

which yields 
2 ( )

2 2 2

1 2 3 1
1 1 1

( ) (2 (1 )) ( )


 

   
  

 
        

 
  

i

i i

i

rn n n

n

i i i

V z L m z m L z m L z t d
L

 
   




 ,  (24) 

Construct a Lyapunov-Krasovskii functional as follows: 
2

( ( )) ( ( )) ( ) ,


  
t

n t d
V z t V z t z s ds


               (25) 

where  is a positive constant. Let 1
3 1




  i

n

i
m L

  follows from (23) and (24) that 

  2 1
1 2 3 11

(2 (1 ) ) ( ) .


 
       i

n

i
V L m m m L z t

L






                       (26) 

Hence, by choosing a large enough Las  2 3 1max 1, (((2 (1 ) ) ))   L m m m  , where  1min   i n i 

and 2 ( )
1

1





 i

n
r

i

   . 

Then, there exists a constant 2 0 , such that (26) becomes 
2

2 1( ( )) ( ) 2 .


  V z t z t


      (27) 

from (27) and homogeneous properties of ( )nV z and 
2

( ) ,


t

t d
z s ds


 it is clear that 1 :  rz y y  can be 

rendered smaller than any positive tolerance with a sufficiently large L .  

Conclusion 

In this paper, we have studied the practical output tracking problem for a class of uncertain non-

linear time-delay systems under a homogeneous condition. We design a homogeneous state feed-

back controllers have been constructed with adjustable scaling gains. Then, via a homogeneous 

Lyapunov-Krasovskii functional, we‘ve redesigned the homogeneous domination approach to tune 

the scaling gain for the overall the closed loop systems. It is shown that an appropriate choice of 

gain will enable us to globally track for a class of uncertain non-linear systems in finite time. 
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ В ПОТОКОВОМ ШИФРОВАНИИ 
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 В работе изучается один из методов генерации ключевой последовательности для по-

токового шифрования. Предлагается первоначальное применение выбранной ключевой по-

следовательности некоторой длины, затем, данная последовательность преобразуется по не-

которому алгоритму, в качестве примера, можно взять преобразованную последовательность 

Фибоначчи. В работе также изучается применение автоморфизма матриц и циклическая по-

следовательность для выбора ключевой последовательности. 

 При шифровании применением потоковых шифров, отличительными свойствами яв-

ляются шифрование открытого текста последовательно по 1 байту, также сами шифры пред-

ставляют разновидность гаммирования, т.е. символы открытого ключа суммируются с соот-

ветствующими символами ключевой последовательности. Отсюда сложность шифрованного 

текста зависит от выбранной ключевой последовательности. 

 Приведем сам алгоритм работы потокового шифрования: 

1. Генератор ключевой последовательности определяет некоторую последовательность 

            , каждый член которого имеет 1 бит; 

mailto:marat.arslanbaev@yandex.ru
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2. Данная последовательность суммируют по модулю 2 с последовательность открытого тек-

ста             : 

 

                        (1) 

 

Так определяется шифрованная последовательность. Поэтому, ключевая последовательность 

должна определяться генератором случайных чисел. Определению алгоритмов случайных 

чисел посвящены много работ, можно отметить работы [1,2]. 

 Отметим, что процесс расшифрование имеет простой вид: 

 

                            .   (2) 

 

 Примером потокового шифрования является шифрование Цезаря, в котором ключевой 

последовательностью является сдвиг букв алфавита на фиксированное число 

 

                  .     (3) 

 

 В данном случае,      , т.е. все буквы алфавита сдвигаются на  букв, после чего в 

открытом сообщении каждая буква заменяется по ключевой последовательности. Ясно, что 

метод шифрования является в достаточной мере примитивным, так как перебор вариантов на 

сдвиг не займет много времени. 

 Конечно, можно обобщить тот же метод Цезаря, т.е. сдвиг на определенное количе-

ство букв, а именно, разделить алфавит на несколько групп и для каждой группы определить 

свой сдвиг, также можно взять, в качестве ключевой последовательности, целочисленную 

последовательность *  +   
 , тогда каждая буква будет иметь свой сдвиг. Данный подход мо-

жет усложнить процесс расшифровки. В этом случае последовательность *  +   
  будет сек-

ретным ключом. 

Отметим, что данное обобщение не может быть предельным.  

 Нами предлагается следующее обобщение для данного метода шифрования: 

1. Используя некоторый генератор случайных чисел, определим ключевую последователь-

ность определенной длины  ; 

2. Определим некоторый вектор длины  , который будет применяться в качестве кодового 

вектора; 

3. Ключевую последовательность определенной длины   преобразуем посредством кодового 

вектора. 

 Таким образом, данный метод окажется комбинированием блочного и потокового 

шифрования. 

 Рассмотрим более подробно приведенный метод. 

 1. В качестве генератора случайных чисел, можно взять, к примеру, последователь-

ность 

 

     (      )    ,       (4) 

 

где тройка и вид последовательности  

 

(        )       (5) 

 

будет играть роль секретного ключа. Как было изучено в [1], в случае, когда  

   , а         (   )   , последовательность *  +   
   имеет период равный   , причем 

   можно выбрать произвольно. Данное свойство позволяет определять множество ключей. 

 2. Кодовый вектор также можно определять указанным генератором или же другими 

генераторами, которые изучены на случайность в [1]. 
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 Теперь, рассмотрим другой подход для определения ключевой последовательности и 

потокового шифрования, а именно, открытое сообщение разобьем на блоки длины  . Для 

каждого блока нужно определить матрицу размерности    , причем число     или же 

   , т.е. длина шифрованного сообщения может быть больше или меньше длины открыто-

го сообщения. В этом случае, когда    , можно взять набор из   целых чисел по опреде-

ленному условию и рассмотреть циклическую перестановку до порядка    .  

Тогда в качестве операции   будет выбираться умножение матрицы на вектор, при-

чем вектор берется в транспонированном виде, а количество столбцов матрицы будет равно 

количеству координат вектора. 

Введем некоторые обозначения: 

Пусть конечная последовательность  *  +   
  есть заданное открытое сообщение, также 

возьмем конечную последовательность целых чисел *  +   
  в качестве набора целых чисел, 

причем *  +   
  можно определять и через генератор случайных чисел.  

Тем самым, циклическая последовательность длины будет в виде (для простоты при-

ведем квадратную матрицу 3-го порядка 

 

  (

      

      

      

).      (6) 

 

 Пусть вектор *  +   
  есть шифрованное сообщение. Тогда шифрование будет прово-

диться следующим образом: 

 

     .      (7) 

  

Отметим, что в этом случае расшифровка окажется сложной задачей. 

В случае, когда    , циклическая последовательность, члены которых можно вы-

бирать по генератору случайных чисел, удовлетворяет следующим свойствам: 

1. Матрица квадратная, 

 

  (

     

   
     

);      (8) 

 

2. Определитель данной матрицы отличен от 0, что гарантирует существование об-

ратной матрицы. 

 Тогда шифрование определяется равенством 

 

     .       (9) 

 

Процесс расшифрования будет иметь вид 

 

       .       (10) 

 

 Замечание. Конечно, выбираемый ключ в виде ключевой последовательности и в ви-

де матрицы можно определять различными методами. В качестве генератора случайных чи-

сел, можно взять, к примеру, последовательность 

 

     (       )    ,       (11) 

 

тогда  роль секретного ключа будет играть пара 
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(    ).       (12) 

 

 Можно ввести еще одно обобщение выбираемой ключевой последовательности, при-

меняя циклическую последовательность (8), а также диагональную матрицу порядка    , а 

именно, возьмем последовательность диагональных матриц 

 

   (
   
   
   

),     (
   
   
   

), … ,    (
   
   
   

).  (13) 

 

Теперь, возьмем циклическую последовательность матриц, следующим образом: 

 

   (

     

   
     

),     (

       

   
       

), … ,    (

     

   
     

).   (14) 

 

Тогда матрица, которая является ключевой последовательностью, определяется в виде про-

изведения векторов 

 

  (   )  ∑ (     )
 
   .      (15) 

 

В этом случае, секретным ключом является пара 

 

(   )     (       )   (       ).   (16) 

 

Тогда для открытого текста длины  ,   (       ) потоковое шифрование будет иметь 

вид: 

 

       (

       

   
       

)  (       ) .    (17) 

 

Тогда операция расшифрование имеет вид: 

 

(       )       .     (18) 

 

Отметим, что в работе приведены только некоторые методы потокового шифрования, 

причем эти методы комбинируют блочные и потоковые шифрования. 
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Понятие риска является ключевым в теории и практике страхования. Среди множе-

ства определений риска, представленных в общей и экономической литературе, можно выде-

лить две основные стороны рассмотрения этого понятия в контексте страхования. Первый 

уровень рассмотрения связан с общим понятием риска. С этой точки зрения риск рассматри-

вается как вероятность наступления неблагоприятного события. Это риски краж, пожаров, 

потери здоровья, внезапной смерти, дорожно-транспортных происшествий и т.д. Второй 

уровень рассмотрения связан с ожидаемыми финансовыми результатами деятельности стра-

ховой компании. В этом случае риск представляет собой вероятностное отклонение фактиче-

ских результатов деятельности фирмы от ожидаемых. При этом возможны три основных ре-

зультата:  

1) положительный – достижение желаемых результатов, получение выгоды;  

2) нулевой – в результате деятельности страховая компания не получила желаемой 

выгоды, но и не понесла потери;  

3) отрицательный – в результате деятельности страховая компания понесла матери-

альные потери. 

Различают качественную и количественную оценку риска. При качественной оценке 

определяются возможные виды риска, а также факторы, влияющие на уровень риска при вы-

полнении определенного вида деятельности. При количественной оценке риска определяется 

вероятность наступления того или иного риска, и размеры страховых премий. Процесс ана-

лиза рисков, принятие рисков на страхование (перестрахование) или отклонение, включаю-

щий их оценку, классификацию на страхуемые или нестрахуемые, определение сроков, 

условий и размеров покрытия, расчет размеров премии называется андеррайтингом. Андер-

райтинг в личном страховании производится на основе таких критериев как пол, возраст, 

профессия клиента, образ его жизни, привычки, состояние здоровья, финансовое положение. 

На основании полученной информации андеррайтер принимает решение об условиях приня-

тия клиента на страхование 

Чтобы рассчитать страховую премию, страховщику нужно как можно точнее оценить 

уровень риска, т.е. вероятность страхового случая. Для этого потенциальных клиентов нужно 

разделить на как можно более однородные, с точки зрения вероятности страхового случая, 

группы. Этот процесс называется классификацией рисков. Классификация при анализе ста-

тистических данных ограничена объемом данных – очень подробная классификация приве-

дет к малым группам, для которых статистическая погрешность будет неприемлемо велика. 

Кроме того, классификация ограничена наличием информации о влияющих на наступление 

страхового события факторах. По результатам анализа готовится руководство по андеррай-

тингу, на основе которого проводится классификация потенциальных клиентов в соответ-

ствии с уровнем риска, который они представляют для страховой компании. 

Основной задачей актуариев страховых компаний являются расчеты рисков в моделях 

страхования, особую проблему вызывают именно модели страхования жизни, так как на 

продолжительность жизни человека влияет большое количество факторов. В данной работе 

сделана попытка создания аналитической функции законов смертности, которые использо-

ваны затем для расчетов рисков.  

Простейший закон смертности предложил де Муавр (1729 г.), по его предположению   

время жизни равномерно распределено на интервале (   )   ( )  
 

𝜔
, где   предельный 

возраст. Таким образом, в модели де Муавра:  

   ( )  
 

 
  ( )    

 

 
       

 

   
         

 

В модели Гомпертца (1825 г.) интенсивность смертности приближается показательной 

функцией:        .  Таким образом, в модели Гомпертца:  

 

 ( )      6   
 (     )

 
7  
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   ( )     6 
 (     )

 
7 

 

где      -некоторые параметры. 

Мейкхам (1860 г.) обобщил предыдущую модель, прибавив к интенсивности смертно-

сти, предложенной Гомпертцом, постоянную  , характеризующую риски для жизни, связан-

ные с несчастными случаями (мало зависящими от возраста):         . 

Таким образом, в модели Мейкхама: 

 ( )  ,     -    6    
 (     )

 
7  

 

   ( )     6    
 (     )

 
7 

 

Вейбулл (1939г.) предложил приблизить интенсивность смертности более просто сте-

пенной функцией:       . Тогда: 

 ( )        4 
     

   
5  

 

   ( )     4 
     

   
5   

Здесь  ( )  функция смертей,  ( )  функция выживания,   - интенсивность смерт-

ности. [1] 

Используя статистические данные, полученные с сайтаstat.gov.kz , с помощью метода 

наименьших квадратов(МНК), рассчитаем параметры аналитических законов, для того, 

чтобы использовать их в дальнейших расчетах. Результаты расчетов представлены ниже, в 

таблице. Рассматриваются отдельно данные о мужчинах и женщинах в возрасте от 0 до 85 

лет. 

 

Таблица 1 

Значения параметров аналитических законов 

Законы 




x

udu

exs 0)(


 

)()( xsxf x  

Гомпертца Муж. 

x

u due

e 0

63705,000524,0

 
xe 63705,000524,0


x

u due

e 0

63705,000524,0

 

Жен. 

x

u due

e 0

6068,0000233,0

 
xe 6068,0000233,0

x

u due

e 0

6068,0000233,0

 

Мейкхама Муж. 
 

x

udue

e 0

6468,0000634,000146,0

 
xe 6468,0000634,000146,0 
 

x

udue

e 0

6468,0000634,000146,0

 

Жен. 
 

x

udue

e 0

6468,000045,000377,0

 
xe 6468,000045,000377,0 
 

x

udue

e 0

6468,000045,000377,0

 

Вейбулла Муж. 

x

duu

e 0

299897,100088,0

 299897,100088,0 x

x

duu

e 0

299897,100088,0

 

Жен. 

x

duu

e 0

200818,1000576,0

 
200818,1000576,0 x


x

duu

e 0

200818,1000576,0

 

 

График 1 
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Интенсивность смертности для мужчин 

 

 

График 2 

Интенсивность смертности для женщин 

 

Исследуя модули отклонения фактических данных от найденных с использованием 

приведенных функций видим, что ни один закон не описывает достаточно хорошо интенсив-

ность смертности на всем возрастном промежутке.  

Проведя необходимые исследования, пришли к выводу, что на разных возрастных ин-

тервалах интенсивность смертности следует приближать разными законами смертности или 

одним законом с различными параметрами. Интенсивность смертности для мужчин: 
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Интенсивность смертности для женщин: 
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Модели страхования жизни условно делятся на два типа в зависимости, принимается 

ли в расчет доход от инвестированных премий, если да, то мы говорим о долгосрочном стра-

ховании. В противном случае речь идет о краткосрочном страховании жизни. В данном ис-

следовании рассматривается долгосрочное страхование.  

Теория долгосрочного страхования в основном опирается на теорию о сложных про-

центах. В данном исследовании будем предполагать, что интенсивность процентов   не ме-

няется с течением времени,        будет обозначать эффективную годовую ставку,   

ку,   
 

   
 – коэффициент дисконтирования.  

Долгосрочное страхование можно разделить на две большие группы: непрерывное и 

дискретное страхование относительно момента выплаты страховой суммы. Если страховая 

сумма выплачивается в момент смерти застрахованного, то страхование называется непре-

рывным, если страховая сумма выплачивается в следующий после наступления страхового 

случая день рождения застрахованного, то страхование называется дискретным. Величина 

страхового возмещения 𝜏( ), как правило фиксирована, но в ряде случаев величина возме-

щения может увеличиваться или уменьшаться в зависимости от момента ее выплаты. По 

этой причине введем функцию   , которая показывает зависимость страховой выплаты от 

момента смерти застрахованного - .  

Рассмотрим некоторые виды страхования с фиксированной страховой суммой    : 

Пожизненное страхование (whole life insurance):  𝜏( )         

n-летнее чисто накопительное страхование (n-year pure endowment insurance):  

 

𝜏( )        2
     
     

 

 

n-летнее временное страхование жизни (n-yeartermlifeinsurance): 

 

𝜏( )        2
     
     

 

 

n-летнее смешанное страхование (п-yearendowmentinsurance): 

𝜏( )     (   )       
Пожизненное страхование, отсроченное на m лет (m-уеаг deferred whole life insurance): 

 

𝜏( )        2
     
     

 

n-летнее временное страхование, отсроченное на на m лет:  

 

𝜏( )        {
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Опишем динамику активов компании с течением времени. На промежутке 

,𝜏( ) 𝜏(   )) активы компании возрастают по закону:  (𝜏( )   )   (𝜏( ))(   ) . А в мо-

мент 𝜏(   ) активы компании уменьшаются по закону: : (𝜏(   )   )   (𝜏(   )   )  

 (   ). Если в какой то момент 𝜏  будет выполнено следующее неравенство-   (𝜏( )   )  

 ( ), то мы говорим о разорении компании. Опишем поведение активов компании, соответ-

ствующие не разорению: ∑       
 
   , и разорению: ∑       

 
    где       

  - величи-

на выплаты по -му договору к моменту времени      .  

Страховая премия имеет фиксированную структуру, и каждая ее компонента обеспечивает 

определенную функцию. Большая часть премии уходит на формирования страхового фонда, 

из которого производятся выплаты по произошедшим страховым случаям. Страховая пре-

мия, которую уплачивает страхователь, называется брутто-премия. Ее структура представле-

на ниже. 

Разовая нетто-премия для любого вида непрерывного страхования описываемого 

𝜏( )     рассчитывается следующей формулой:     , где      
  (  )=   

    (  ) – вели-

чина страхового возмещения приведенная на момент заключения договора, а   - возраст за-

страхованного на этот момент. Для конкретных видов страхования модель может быть 

упрощена и конкретизирована. Рассмотрим расчеты для определенных видов долгосрочного 

непрерывного страхования.[3] Обозначим через    величину страхового возмещения при-

веденную на момент заключения договора для застрахованного в возрасте х лет,   -разовую 

нетто-премию для застрахованного в возрасте х лет.[4] 

Пожизненное страхование: 

 

       =      , 

 

               , 

 

Как мы видим,    является преобразованием Лапласа остаточного времени    в 

ке . В силу общих теорем теории вероятностей нетто-премию можно выразить через харак-

теристики времени жизни следующим образом: 

 

   ∫     ( )   
 

   ( )
∫    ( )  

 

 

 

 

 

 

n-летнее чисто накопительное страхование : 

 

     {
      

       
  ,       

   , 

где  

  - остаточное время жизни застрахованного в возрасте х лет; 

    - величина страхового возмещения, приведенная на момент заключения договора n-

летнего чисто накопительного страхования для застрахованного в возрасте х лет; 

    - разовая нетто-премия для n-летнего чисто накопительного страхования, застрахованно-

го в возрасте х лет.[5] 

n-летнее страхование жизни: 

 

     {
      

        
  ,  

 

     ∫     ( )   
 

   ( )
∫    ( )  
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n-летнее смешанное страхование: 

 

     {
       

        
  ,             

 

Пожизненное страхование, отсроченное на m лет: 

    {
      

        
 

 

    ∫     ( )   
 

   ( )
∫    ( )  

 

 

 

 

 

где  

    - величина страхового возмещения, приведенная на момент заключения для пожиз-

ненного страхования, отсроченного на m лет застрахованного в возрасте х лет; 

    - разовая нетто-премия для пожизненного страхования, отсроченного на m лет, за-

страхованного в возрасте х лет.[6] 

Рассчитаем разовые нетто-премии при 1-5-10-летнем смешанном страховании мужчин 

в возрасте х=18,20,55 лет с выплатой страховой суммы в конце года смерти. Эффективная 

годовая процентная ставка     . 

Таблица 2 

Разовые нетто-премии 

 1 5 10 

18 0,907091 0,784162 0,616726 

40 0,907293 0,784543 0,622791 

55 0,907845 0,791422 0,647534 

 

Рассчитаем разовые нетто-премии при 1-5-10-летнем смешанном страховании жен-

щин в возрасте х=18,20,55 лет с выплатой страховой суммы в конце года смерти. Эффектив-

ная годовая процентная ставка     .[7] 

Таблица 3 

Разовые нетто-премии 

 1 5 10 

18 0,907055 0,783778 0,614952 

40 0,907121 0,784434 0,617924 

55 0,907368 0,786818 0,628103 
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Динамика катка движущегося по вибрирующей поверхности, в общем случае 

рассматривались многими авторами, наиболее существенные результаты достигнуты в 

работе Блехмана И.И. [1]. В этих работах учитывались малые углы колебания, что вносит 

значительные упрощения в динамику поведения системы.  

В рассматриваемой работе получены аналитические решения нелинейных 

дифференциальных уравнений движения катка методом частичной дискретизации, 

разработанного профессором А.Н.Тюреходжаевым [2]. 

Рассмотрим движение катка происходящего под действием силы тяжести mg  и 

реакции поверхности N приложенной в точке P . Будем считать, что центр тяжести катка не 

совпадает с его геометрическим центром (Рис. 1). 

Пусть плоскость совершает поступательные гармонические колебания по закону 

 tsinA   , направленные под углом   к вибрирующей поверхности. 

 

 
 

Рис. 1. Схема движения катка по шероховатой наклонной вибрирующей  

поверхности 

 

Здесь: ,A  – амплитуда и частота колебаний, t  – время. 

Инерционные свойства катка характерезуются массой m  и моментом инерции CJ  от-

носительно оси проходящей через центр масс С. Положение катка будем задавать координа-

тами центра масс CC у,х  в системе координат Оху , связанной с вибрирующей поверхностью 

и углом поворота  . 

Будем считать, что трение скольжения F (трением качения пренебрегаем) подчиняет-

ся закону Амонтона-Кулона: 

 

fNF  , 

 

где f  – коэффициент трения скольжения.  

В данной работе будем рассматривать безотрывное движение катка.  

В относительном движении ко всем действующим силам необходимо добавить 

переносную силу инерции: 

 

 tsinAm 2  Φ . 

 

Относительное движение катка описывается системой дифференциальных уравнений, 

вытекающих из общих теорем динамики: 

mailto:bersugir68@mail.ru
mailto:alimzhanov@mail.ru
mailto:aybek-ahmetov@mail.ru
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  ,sinNrcosrRFJ

,sincosmgNym

,mgsincosFxm

C

C

C



















     (1) 

 

где R  – радиус катка; r  – смещение центра масс катка от его геометрического центра; g  – 

ускорения свободного падения.  

Систему дифференциальных уравнений (1) рассмотрим совместно с начальными 

условиями: 

 

.t 00 ,0    :      (2) 

 

Из условия отсутствия скольжения следует, что во все время движения должны 

выполнятся равненства: 

 

  .sinrycosrRx CC    ;  

 Следовательно, 

 

  .osrсsinrysinrcosrRx CC

22;       (3) 

 

Из первых двух уравнений (1) найдем составляющие реакций поверхности в 

зависимости от  , и  : 

 

   

     .mgsincostsinmAsinrcosrRmF

,sintsinmAcosmgcossinmrN


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

22

22




   (4) 

 

Подставив выражение (4) в третье уравнение, системы дифференциальных уравнений 

(1), придем к уравнению, описывающее изменение угла поворота катка в виде: 

 

 

       

 
.

rR
m

J
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







         (5) 

 

Для решения уравнение (5), используем метод частичной дискретизации нелинейных 

дифференциальных уравнений [2]. Тогда уравнение (5) примет вид: 
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 (6) 

 

где  t  – дельта функция Дирака. 

 Дважды интегрируя выражения (6) получим его общее решение в виде:  
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где  tH  – функция Хевисайда; 1C , 2C – постоянные интегрирования. 

 Используя начальные условия (2), представим решение в виде: 
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Аналитические выражения угла поворота  
jt  и угловой скорости  

jt  катка в моменты 

времени jt  находим из следующих алгебраических уравнений: 
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при nj 3, ; 
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 На рис. 2, 3  приведены кривые изменения угла поворота   и угловой скорости   

катка для конкретных значений параметров кгm 50 , .рад,5240 , .рад,1050 , 

м,А 00050 , срад1 ,   .рад,17500  ,   00  . 

 Из рис. 1 видно что, при заданных параметрах систем угол размаха колебаний состав-

ляет около рад,35 ,период колебаний находится в пределах с,52 . Угловая скорость колеба-

ния катка при тех же параметрах системы имеет полуразмахи свыше срад10 . Период этих 

же колебаний находится в пределах с,82 . При этом максимальные значения угла колебаний 

  соответствуют минимальным значениям угловой скорости  . Это обстоятельство под-

тверждает правоту исследований и согласуется с общей теорией колебательных процессов в 

механике. 



35 
 

 
а) 

 
б) 

м,R 250 ,  м,r 150  

Рис. 2. Кривые изменения: а) угла поворота  ; б) угловой скорости  катка 

 

  На рис. 2 представлены графики угла поворота   и угловой скорости   катка при 

смещении центра масс от его геометрического центра на величину м,r 20 . Параметры си-

стемы останется неизменными. 

 

 
а) 

 
б) 

м,R 250 ,  м,r 20  

Рис. 3. Кривые изменения: а) угла поворота  ; б)  угловой скорости   катка 
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Из графиков следует, что при смещении центра масс, происходит изменение угла размаха 

колебаний до рад,55 ,период уменьшается и составляет с,81 . Угловая скорость колебания 

катка имеет полуразмахи свыше срад14 . Период составляет .с,91  

 Из анализа кривых изменении угла поворота   и угловой скорости   следуют, что в 

целом характер колебаний имеет тенденцию к затуханию. Кроме этого полученные графики 

показывают, что при увеличении смещения центра масс катка от его геометрического цен-

тра, приводит к увеличению угла размаха колебаний. Однако период этих колебаний снижа-

ется. 
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Рассматриваетя движение тела по траектории комбинированной формы, состоящей из 

полудуг окружности и параболы (коники). В месте сопряжения нет гладкости соединения, 

т.е. нет общей касательной линии, возникает скачок по скорости. Для того чтобы не было 

скачка предлагается вставить между дугами переходной участок, математической моделью 

которого является коника [1-2]. 

Пусть для движения некоторой материальной точки требуется формировать гладкую 

комбинированную беговую дорожку (траекторию), состоящей из дуг окружности  
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Рис.1 Комбинированная траектория и переходной участок 

 
2 2 2 220x y r   и параболы 20.066 30y x  .Точками сопряжения являются 

1(19.1135; 5.8886)S  , 2( 19.1135; 5.8886)S   (рис.1а). Рассмотрим правую часть траектории 

от оси Oy  и проведем  касательные: 

1SL  : 3.2458 67.9277y x  ; 

2SL  : 2.5223 54.1115y x  . 

Таким образом, в точке стыковки 1S  касательные не совпадают, что приведет к 

прерывному, не гладкому движению по траектории.  

Всякая невырожденная кривая второго порядка может быть получена как сечение 

конуса, поэтому такие кривые называют коническими сечениями или просто кониками. 

Эллипс и окружность представляют собой замкнутые коники [1]. 

Ролик бегунка вибровозбудителя совершает движение по комбинированной беговой 

дорожке,  составленной из дуг коник  с общей касательной в точках соединения. При 

переходе из одной части в другую, в точках соединения возникает разрыв кривизны, 

вызывающий скачок центробежной силы. Для того, чтобы обеспечить переход без скачка 

необходимо между ними вставить переходный участок в виде дуги кривой, 

удовлетворяющей условиям (рис. 1 б): 

а) дуга должна проходит через точки соединения  и ; 

б) соединяющая и соединяемая части должны имет одинаковую непрерывную первую 

производную в точках соединения (в этой точке скорости должны быть равными); 

в) соединяющая и соединяемая части должны имет одинаковую непрерывную вторую 

производную в точках соединения (в этой точке радиусы кривизны должны быть равными); 

Составные кривые в технике получило нaзвание обводов,  в математике они известны 

как сплайны. Термин «сплайн» происходит от английского слова  spline – что означает 

гибкую полоску стали, которую применяли инженеры для проведения плавных кривых, 

например, для построения обводов кораблей и самолетов. Математически сплайн – это 

гладкая кривая, которая строится с использованием дуг и проходит через две или более 

контрольных точек,  управляющих формой сплайна. Основной характеристикой сплайна 

является гладкость, которая определяется числом совпaвших производных в точках 

соединения. Соединение, удовлетворяющее условиям а) и б), соответствует первому порядку 

гладкости (совпадают только первые производные). Соединение, удовлетворяющее всем 

трем условиям а), б) и в), соответствует второму порядку гладкости.  Гладкость второго 

порядка называется плавностью [2]. 

Если вдоль сплайна совершается механическое движение, то непрерывность второй 

производной предполагает непрерывность ускорения и, следовательно, отсутствие резких 

изменений приложенной силы. Будем рассматривать задачу проведения гладкой кривой – 

коники – по заданным граничным точкам. 

Общий вид коники описывается квадратичной формой 

 

. 

 

Делим все члены квадратичной формы на свободный коэффициент  и в итоге 

получим пять неизвестных коэффициентов и константу 1. Решая систему из пяти линейных 

уравнений с пятью неизвестными, получим каждый из коэффициентов . 
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Р.А. Лайминг (LimingR.A) применил метод, основанный на использовании дуг коник, 

удовлетворяющих условиям сопряжения и касания, который избавляет от необходимости 

решения системы из пяти линейных уравнений [3]. 

Пусть два конических сечения заданы уравнениями  и , то 

урaвнение  определяет еще одну конику, проходящую через точки пересе-

чения кривых  и для  , при любых значениях параметра . 

Изменяя величину параметра  получим  пучок конических сечений, два из которых 

определяются уравнениями  (при ) и для   (при ) (рис. 2а). 

Чтобы найти величину параметра  в задатся некоторая точка , лежащая на конике 

.  Если выбранная точка имеет координаты  и , то параметр опре-

деляется по формуле 

 

. 

 

Возьмем две прямые  и . Тогда 

 или  является уравнением второго порядка, ко-

торому удовлетворяют все точки, лежащие на паре прямых  и .Это уравнение 

фaктически определяет вырожденное коническое сечение, получаемое в результате рассече-

ния конуса плоскостью, проходящей через его вершину параллельно оси. 

Итак, уравнение  представляет семейство или пучок  

 
Рис. 2. Задания коник 

 

кoнических сечений, проходящих через четыре точки пересечения двух пар прямых 

линий  и . Задавая произвольную пятую точку, можно определить значение 

. 

Лайминг показал, что применяя этот метод, можно найти уравнение конического 

сечения, имeющее две заданные касательные в двух точках и проходящее через третью 

точку. 

Если прямые  и  совпадают, то получим уравнение 

 

                                                       (1) 
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Уравнение (1) представляет собой пучок конических сечений, проходящих через точ-

ки  и , здесь прямая  является касательной в точке , а прямая  - каса-

тельной в точке , прямая  хордой, соединяющей точки   и  (рис.2б). 

Параметр  определяется заданием (выбором) точки , если точка  имеет коор-

динаты   и , тогда 

                               (2) 

 

Таким образом, коническое сечение переходного участка беговой дорожки определя-

ется четырьмя точками [4]: 

- двумя точками соединения – точками касания   и ; 

- точкой пересечения касательных ; 

- некоторой точкой  . 

Выбирая точку  внутри базисного треугольника  мы определяем непрерыв-

ную кривую первого порядка гладкости между точками соединения  и : 

- если точка  делит пополам прямую, соединящую середины отрезков  касательных 

 и , то получаем параболу; 

- если точка  находится между этой параболой и прямой , то получаем эллипс; 

- если точка  находится за пределами параболы в сторону точки , то получаем 

гиперболу. 

Покажем на примере комбинированной траектории, состоящей из  дуги 
2 2 2 220x y r    окружности и дуги 20.066 30y x   параболы, создание переходной 

коники, обеспечивающая соединение гладкости первого порядка. 

Произвольно выберем некоторый участок АВ , где необходимо вставить переходную 

кривую.  

Пусть (16; 13.104)A   и (19.5329; 4.2972)B . Точка А  лежит на параболе, а точка B  - 

на окружности. 

Проведем касательные через выбранные точки А  и B , а также прямую соединяющую 

эти точки. Тогда 

 

AL :   2.112 46.896y x  , 

BL  :  4.5455 93.0841y x   , 

ABL : 4.9255 91.9116y x  .  

 

Точка пересечения касательных - (21.0259; 2.4892)T  . 

В результате получаем базисный треугольник АТВ , образованный и касательных 

AL , BL   и хорды ABL . Согласно методу Лайминга, дуга искомой переходной кривой лежит 

внутри базисного треугольника, причем стороны АТ  и  ВТ  будут касательными для 

переходной кривой в соответствующих точках. 

Уравнение переходной кривой получим в виде уравнении Лайминга:  

 
2( , ) (1 )(2.112 46.896)( 4.5455 93.0841) (4.9255 91.9116) 0F x y x y x x y           . 

 

Теперь выберем внутри базисного треугольника некоторую точку М  с координатами 

19Mх   и 4My    (рис.3а). Далее подставляя значения координат ,M Мх у   в выражение (2) 

найдем коэффициент  , тогда 
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Рис. 3. Пучок коник первого порядка гладкости 

 

Следовательно, искомое уравнение примет вид 

 
20.5147(2.112 46.896)( 4.5455 93.0841) 0.4853(4.9255 91.9116) 0x y x x y                   

(3) 

 

Полученное уравнение – уравнение кривой второго порядка. Сделав математические 

преобразование определим, что уравнение представляет собой эллипс (рис.3а). 

Таким образом, комбинированная траектория состоит из круговой и параболической 

дуги с промежуточным участком - дугой переходного эллипса (3), которая обеспечит 

гладкость сопряжения.  

Выбирая точки М  в разных местах внутри базисного треугольника, получаем разные 

значения для   , в результате чего получим множество переходных кривых (коник). Исходя 

из поставленных условии, исследователь выберет необходимую переходную кривую. 

На рис. 3б представлены различные варианты переходного участка. 
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ДВУСТОРОННИЕ ОЦЕНКИ МЕТОДА ФИКТИВНЫХ ОБЛАСТЕЙ ДЛЯ СРЕДЫ 

МАКСВЕЛЛА 

 

Букенов М.М., Азимова Д.Н., Жолмагамбетова Б.Р. 

Евразийский национальный университет имени Л.Н. Гумилева, Астана, Казахстан 

E-mail: Bukenov_M_M@mail.ru, Arfidea@mail.ru, Bakhytgulz@mail.ru 

 

Рассмотрено применение метода фиктивных областей для среды Максвелла. Получены дву-

сторонние оценки по малому параметру   сходимости приближенного решения к точному 

решению. 

Ключевые слова: метод фиктивных областей, скорости-напряжения, малый параметр. 

Рассмотрим динамическую задачу вязкоупругости построенную на основе модели Максвел-

ла, в  цилиндре Q={D×[0≤t≤  ]}, где D   ограниченная односвязная область, с достаточно 

гладкой границей  . Введем      ,    -, векторы-столбцы деформаций и напряжений : 

 ⃗  (                          )
  ,и 𝜎⃗  (𝜎  𝜎  𝜎  𝜎  𝜎  𝜎  )

 ,символ Т означает транспо-

нирование, вектор- столбец скоростей  ⃗   (      )
 . Как показано в работе [1] постановку 

этой задачи в скоростях-напряжениях можно сформулировать следующим образом: 
𝜕 ⃗⃗

𝜕 
   𝜎⃗   ⃗,                                        (1) 

𝜕 ⃗⃗

𝜕 
   ⃗                                              (2) 

 
𝜕 ⃗⃗⃗

𝜕 
  𝜎⃗  

𝜕 ⃗⃗

𝜕 
,                                      (3) 

Здесь  ⃗- вектор массовых сил,     –симметричная, положительно-определенная матрица, 

зависящая от констант Ламе;      симметричная, положительно-определенная матрица, 

зависящая от коэффициента вязкости θ, матрицы В,С – перестановочны, их вид приведен в 

работе [2] R-линейный матрично-дифференциальный оператор: 

 

R=(
    
    
    

     
     

     

)T 
,        R

*
= -R

T
 ,  i=

𝜕

𝜕  
,     i=1,2,3 

 

Уравнение (1) выражает закон сохранения импульса, если объемная плотность ρ≡1. Соотно-

шение (2) является следствием соотношения перемещения - деформации: 

 

 =̅R ̅, 

 

где  ̅=(u1,u2,u3)
T
– вектор перемещений. Векторы перемещений  ̅ и скорости  ̅ связаны соот-

ношением  ̅=
𝜕 ̅

𝜕 
. Соотношение (3) является уравнением состояния для вязкоупругой среды 

Максвелла. Решение системы (1)-(3) ищется в цилиндре Q при этом: 

 ̅ (x,0)= ̅ (x),     
𝜕 ̅

𝜕 
(x,0)= ̅ (x), xϵD 

u, соответственно  

 ̅ (x,0)=  ⃗⃗(x),     ⃗(x,0)=R ̅ (x)                       (4) 

Перемещения  ̅ (x,t) определяются из соотношения  

 ̅ (x,t)=  ̅ (x)+t  ̅ (x)+∫ (   ) ⃗(   )  
 

 
,  ̅(x)=-  𝜎⃗ 

На боковой поверхности  цилиндра Q  искомое решение удовлетворяет однородному крае-

вому условию. 
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∑ 𝜎  (   )             (   )                            ( )

 

   

 

Здесь nk=(      )
 -вектор нормали к γ 

Нахождение начальных условий для 𝜎(x,t)описано в работе [2].  

Следуя [1]переформулируем задачу (1)-(5) в терминах напряжений, обозначим  ̅=R  ̅

B
𝜕  ̅

𝜕    
𝜕 ̅

𝜕 
      𝜎̅   ̅  ,                                  (6) 

𝜎(x,0)= ̅(x),     
𝜕 ̅

𝜕 
(x,0)= ̅(x),                                 (7) 

Задачу (5)-(7) назовем задачей І 

Для  задачи І верна следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть 𝜎(x,t)   
   ( )  ̅(x)   

 ̇  (D),   ̅ (x) L2(D),  ̅(x,t) L2(Q), тогда существует 

решение задачи І и верна оценка. 

  𝜎̅(   )    
   ( )≤  (   ̅     ( )+ ∫ ‖ ̅ ( )‖ ̇ 

 ( )
  

 
d𝜏+‖ ̅( )‖  ( )),       (8) 

Доказательство приведено в работе [3] 

Всоответствии с методом фиктивных областей [5], [6], [3], [7] дополним исходную областьD 

некоторой областью   до составной области   =D   , cграницей Г,   = Г [0,  ],        x 

[0,  ] и построим вспомогательную задачу 

  𝜎⃗ =  ̅, (x, t)  Q                                               𝜎 = 0 ,    (x, t)    

∑ (𝜎⃗  
   )    =0, (x, t)   𝜎

 (   )= 0 , x              (9) 

𝜎⃗ (   )=  ⃗(x), x  
𝜕 ̅ 

𝜕 
(x,0)=0, x    

𝜕 ̅ 

𝜕 
(x,0)= ̅ (x), x   

Здесь L𝜎     = B𝜎    𝜎   𝜎          𝜎      𝜎  
  𝜎 = B𝜎  

   𝜎 
     𝜎   

   *
                       
                                

На кривой разрыва коэффициентов  ставим условия согласования 

𝜎    
 =𝜎    

 , 
𝜕 ⃗⃗⃗ 

𝜕 
   
  

 

 

𝜕 ⃗⃗⃗ 

𝜕 
   
                                             (  ) 

Знаки "+" или "-" означают стремления предельного значения функции изнутри или извне к 

границе     .  Параметр Mпринимает значение 1 или -1. Введем в расмотрения следующие 

ряды: 

  =∑     
     

̅̅ ̅ , в Q ,         =∑     
     

̅̅ ̅̅  в   ,                (11) 

Если подставить (11) в (9), то получим соотношения  для определения   
̅̅ ̅ и   

̅̅ ̅̅  : 

  ̅   ̅ (   )            
̅̅ ̅̅    (   )     

 ̅ (   )= ⃗(x),  
𝜕 ̅ 

𝜕 
(   )   ̅( )       

̅̅ ̅̅ (   )    
𝜕  ̅̅ ̅̅

𝜕 
(   )         

∑ (  )  
 
        (   )      

𝜕  ̅̅ ̅̅

𝜕 
  

𝜕 ̅ 

𝜕 
  (   )                (12) 

∑( ̅ )  

 

   

     (   )     

 

для     

  ̅    (   )          ̅          (   )      

 ̅ (   )    
  ̅ 

  
(   )         ̅   (   )    

  ̅   

  
(   )         

 ̅    
̅̅ ̅̅  (   )        ∑ ( ̅   )  

 
        (   )     

Функции        
̅̅ ̅      

   ( )               
̅̅ ̅̅    

   (  )            

Теорема 2. 
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   ( )      

   (  )                    ̅ 

    (   )      ̅     (   )     (  )       ̅                 ( )   

Доказательство. Ищем очевидные априорные оценки  

‖  
̅̅ ̅̅ ‖

  
   (  )    ‖

   
̅̅ ̅̅

  
‖

  
     (  )

   ‖
     
̅̅ ̅̅ ̅̅

  
‖

  
     (  )

     ‖    
̅̅ ̅̅ ̅̅ ‖

  
   ( )                                                        (  )  

Где        константы зависят от областей ,   и не зависят от  . 

Покажем сходимость рядов         
   ( )и        

   (  )   имеем 

 

|   
̅̅ ̅ |

  
   ( )

≤   |   
̅̅ ̅ |

  

 
 ⁄   

(  )
=   |   

̅̅ ̅̅  |
  

 
 ⁄   

(  )
      |   

̅̅ ̅̅  |
  

   (  )
, используя (8),(14), 

получим  

|   
̅̅ ̅ |

  
   ( )

≤   || ⃗⃗   ||
  

   ( )
                     

|   ̅ |  
   ( )

≤   |  ̅ |
  ( )

 ∫ |  ̅ |
 ̇ 

 ( )
   |  ̅ |

  ( )

  

 
)         (  ) 

где               

Полагая  <      
  , получим ряд   , абсолютно сходится в   ( )

   
и соответственно ряд    

абсолютно сходится в   (  )
   

 .  Умножая (12) для   
̅̅ ̅  и   

̅̅ ̅̅ на    , и суммируя по k, имеем 

L  =  ̅, (x,t) ϵ Q    =0,   (x,t) ϵ    

  (x,0)=0,
𝜕  

𝜕 
(x,0)=0, x ϵ D                            (x,0)=0,

𝜕  

𝜕 
(x,0)=0, x ϵ D 

  =       (   ) ϵ   
𝜕  

𝜕 
=M 

𝜕  

𝜕 
(   ) ϵ                 (16)    (   )    (   ) ϵ    

Отсюда получаем  𝜎  =   в Q,   𝜎  =      в     , если 0<     . Из доказательства  этой 

теоремы вытекает справедливость следующего удтверждения 

| 𝜎̅  𝜎 
  |

  
   ( )

≤    (|  ̅ |
  ( )

 ∫ |  ̅ |
 ̇ 

 ( )
   |  ̅ |

  ( )

  

 
) 

| 𝜎̅  𝜎 
  |

  
   ( )

≤  
  (|  ̅ |

  ( )
 ∫ |  ̅ |

 ̇ 
 ( )

   |  ̅ |
  ( )

  

 
)                      (17) 

Здесь 𝜎 
  𝜎⃗ , при M=1, 𝜎 

  𝜎⃗  при M= -1. 

  ̅ – решение задачи I. Далее можно сформулировать теорему дающую двусторонние оценки. 

Теорема 3. Если 0 <    , то справедлива оценка 

||𝜎⃗  
 

 
( 𝜎̅ 

  𝜎⃗ 
 )||

  
   ( )

≤    
 (|  ̅ |

  ( )
 ∫ |  ̅ |

 ̇ 
 ( )

   |  ̅ |
  ( )

  

 
), (18) 

Доказательство. Используя предыдущую теорему 2, имеем  

𝜎 
  ∑    ̅ 

 

 

   

 (   )    𝜎 
  ∑    ̅ 

 

 

   

 (   )                                 (  )   

здесь  ̅ 
 ,  ̅ 

  - решение (12) при M=1.  

В соответствии с теоремой 2 представим 𝜎⃗ 
  в виде  

𝜎 
  ∑    ̅ 

 

 

   

 (   )    𝜎 
  ∑    ̅ 

 

 

   

 (   )           (  )   

здесь  ̅ 
 ,  ̅ 

  - решения (12) при M= -1.  

Получаем   ̅ 
   ̅ 

  𝜎 - решение задачи I.  

Введем обозначения  ̅   ̅ 
   ̅ 

  , функция  ̅  удовлетворяет следующей задачи  
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   ̅       (   )       
𝜕  ̅̅ ̅̅

𝜕 
   (   )     

 ̅ (   )       
𝜕 ̅ 

𝜕 
(   )             ̅ (   )       (   )     

отсюда получим  ̅        ̅ 
    ̅ 

  

Далее введем  ̅   ̅ 
   ̅ 

  , функция   ̅  удовлетворяет задаче  

L ⃗⃗    (   )    ⃗⃗ (   )   , 
𝜕 ⃗⃗⃗ 

𝜕 
(   )        

 ̅ (   )       (x,t) ϵ   

откуда имеем  ̅         ̅ 
 

    ̅ 
 

 

Последовательно вводя   
̅̅ ̅̅    

̅̅ ̅̅  
    

̅̅ ̅̅  
   ̅      ̅

 
    ̅

 
, получим   

̅̅ ̅̅  
   

̅̅ ̅̅  
   ̅

 
   ̅

 
, 

продолжая этот процесс придем   
̅̅ ̅ 

   
̅̅ ̅ 

, если к – четно,  
̅̅ ̅ 

    
̅̅ ̅ 

 если к – нечетно (21). 

Используя (21) подставив (19),(20), имеем 

 𝜎̅ 
 =𝜎    ̅ 

 
      ̅

 
   

 𝜎̅ 
 =𝜎    ̅ 

 
   ̅

 
   

Применяя разложения (22), а также оценку (17) при 0 <    , получим 

||𝜎  
 

 
( 𝜎̅ 

  𝜎 
 )||

  
   ( )

≤  ||  ̅
 

     ̅
 

  ||
  

   ( )
     

 || ̅ 
 
||

  
   ( )

  

     
 |  ̅ |

  ( )
 ∫ |  ̅ |

 ̇ 
 ( )

     |  ̅ |
  ( )

  

 
) 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РАСЧЕТА ЭЛАСТИЧНОСТИ СПРОСА ТОВАРОВ И 

УСЛУГ ПО ГРУППАМ ПОТРЕБИТЕЛЕЙ 

 

Габбасов М.Б. 

ЕНУ им. Л.Н.Гумилева, Астана, Казахстан 

gmarson19@gmail.com 

 

Эластичность спроса является мощным инструментом принятия решений для бизнеса в 

условиях неопределенности. До сих пор этот инструмент не находит широкого применения 

на практике из-за отсутствия достаточно точных методов расчета эластичности и из-за слож-

ности сбора необходимых данных для расчета. Предлагаемая методология описывает мето-

дику расчета эластичности спроса на товары и услуги по группам потребителей услуг и то-

варов. Методика определения эластичности основана на балансовой модели определения 

эластичности, на предположении о неизменности вкусов потребителей при пропорциональ-

ном росте доходов и цен и позволяет рассчитывать: 

1) прямую эластичность спроса по цене,  

mailto:gmarson19@gmail.com
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2) перекрестную эластичность спроса по цене,   

3) эластичность спроса по доходу, 

Достоинством данной методики является возможность ее применения для расчета эластич-

ностей спроса на микро-, мезо- и макроэкономических уровнях. 

Эластичность — (от греческого elasticos — гибкий, упругий) мера реагирования одной пе-

ременной величины (функции) к изменению другой величины. Иначе, эластичность – это 

число, которое показывает процентное изменение одной переменной в результате однопро-

центного изменения другой переменной. Мерой измерения эластичности является коэффи-

циент эластичности. Математически коэффициент эластичности  (   ) функции  ( ) отно-

сительно функции  ( ) выражают формулой 

  ( )

 ( )
  ( )

 ( )

 , где   ( ) и   ( ) есть дифференциалы 

функций  ( ) и  ( ) соответственно. Как видно из определения коэффициент эластичности 

является безразмерной величиной. Заметим, что  (   )   (   )   . 

Для определения эластичности спроса, эластичности предложения и эластичности цены при-

ведем необходимые определения. 

Цена – количество денег, в обмен на которые продавец готов передать (продать), а покупа-

тель купить единицу товара или услуги. Цена есть стоимость единицы товара или услуги. 

Цены бывают розничные и оптовые. Цену на   ый товар или услугу будем обозначать 

рез  . 

Спрос — подкрепленное денежной возможностью желание, намерение покупателей, потре-

бителей приобрести данный товар или услугу. Спрос характеризуется его величиной, озна-

чающей количество товара (услуги), которое покупатель желает и способен приобрести по 

данной цене в данный период времени. Величина спроса зависит как от цены на товар (услу-

гу), так и от других, неценовых факторов, таких, как мода, доходы потребителей, а также от 

цены на другие товары (услуги), в том числе на товары-заменители и на сопряженные, со-

путствующие товары. Величину спроса на   ый товар или услугу будем обозначать через   .  

Различают следующие виды спроса:  

- индивидуальный спрос — спрос одного лица,  

- рыночный спрос — спрос на данном рынке, 

- совокупный спрос — спрос на всех рынках данного товара (услуги) или на все 

производимые и продаваемые товары (услуги). 

Доходы – денежные средства или материальные ценности, полученные государством, физи-

ческим или юридическим лицом в результате какой-либо деятельности за определенный пе-

риод времени. Доходом являются любые притоки денежных средства за определенный пери-

од, которые можно потратить на необходимые нужды (потребности). Доход   го потреби-

теля или   ой группы потребителей будем обозначать   . 

Доля дохода потребителя – отношение расходов потребителя на приобретение товара или 

услуги к его доходу. Потребитель или группа потребителей тратят свои доходы, полученные 

за определенный период на приобретение различных товаров и услуг. Неизрасходованная 

часть дохода потребителя за определенный период составляет его сбережения. Сумма всех 

расходов потребителя на приобретение различных товаров и услуг равна разности его дохода 

и сбережений. Иначе говоря, сумма долей доходов потребителя и доли сбережений равна 

единице. Долю дохода   го потребителя или   ой группы потребителей на приобретение 

      товара или услуги будем обозначать    . 

Будем рассматривать эластичности спроса, эластичности цены и эластичности доли доходов 

потребителя (покупателя). Рассмотрим эти понятия более подробно. Для каждой из этих 

функций различают прямую эластичность по цене, перекрестную эластичность по цене и 

эластичность по доходу. Таким образом, определим следующие эластичности, необходимые 

для построения нашей теории: 

1) прямая эластичность спроса по цене,  
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2) перекрестная эластичность спроса по цене,  

3) эластичность спроса по доходу потребителей,  

4) прямая эластичность цены по цене,  

5) перекрестная эластичность цены по цене,  

6) эластичность цены по доходу потребителей, 

7) прямая эластичность доли дохода потребителей по цене,  

8) перекрестная эластичность доли дохода потребителей по цене,  

9) эластичность доли дохода потребителей по доходу потребителей, 

По определению коэффициент прямой эластичности спроса по цене на   ый товар или 

услугу для   ой группы потребителей равен  (       )  

    

   
    

   

 , где     – величина спроса 

  ой группы потребителей на   ый товар или услугу,     – цена   го товара или услуги 

для   ой группы потребителей. Прямая эластичность спроса по цене показывает относи-

тельное изменение спроса на   ый товар или услугу при изменении цены на этот товар или 

услугу. Как правило, коэффициент прямой эластичности спроса по цене является отрица-

тельной величиной, что соответствует факту, что если цена на   ый товар увеличивается 

(      ), то величина спроса на него падает (      ), и наоборот, если цена на   ый то-

вар падает (      ), то величина спроса растет (      ). Бывает случаи, когда коэффици-

ент прямой эластичности спроса больше нуля, что соответствует товарам роскоши. 

Коэффициент перекрестной эластичности спроса по цене выражает относительное измене-

ние величины спроса на один товар или услугу при изменении цены на другой товар или 

услугу и определяется формулой  (       )  

    

   
    

   

 , где     – величина спроса   ой группы 

потребителей на   ый товар или услугу,     – цена   го товара или услуги для   ой груп-

пы потребителей. Коэффициент перекрестной эластичности может быть положительным, 

отрицательным или нулевым. 

Если  (       )   , то товары (услуги)   и   называют взаимозаменяемыми. Для таких това-

ров повышение цены на   ый товар (      ) ведет к увеличению спроса на   ый товар 

(      ) и уменьшение цены на   ый товар (      ) ведет к уменьшению спроса на 

  ый товар (      ). Если  (       )   , то товары (услуги)   и   называют взаимодопол-

няющими. Для таких товаров повышение цены на   ый товар (      ) ведет к уменьше-

нию спроса на   ый товар (      ) и уменьшение цены на   ый товар (      ) ведет к 

увеличению спроса на   ый товар (      ). Если  (       )   , то товары (услуги)   и   

называют независимыми. Для таких товаров изменение цены одного из них не влияет на ве-

личину спроса на другой товар. 

Коэффициент эластичности спроса по доходу потребителей выражает относительное изме-

нение величины спроса на один товар или услугу при изменении доходов потребителей и 

определяется формулой  (      )  

    

   
   

  

 , где     – величина спроса   ой группы потребите-

лей на   ый товар или услугу,    – доход   ой группы потребителей. Коэффициент эла-

стичности спроса по доходу может быть как отрицательной, так и положительной величи-

ной.  

Если  (      )   , то такой товар (услуга) называется низкокачественным. Для таких това-

ров увеличение дохода потребителей (     ) приводит к падению спроса на товар (     

 ), и наоборот, падение дохода потребителей (     ) приводит к повышению спроса на 

товар (      ). Если  (      )   , то такой товар (услуга) называется нормальным. Для 
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таких товаров (услуг) с ростом дохода потребителей увеличивается и спрос на эти товары 

(услуги). Среди нормальных товаров можно выделить три группы: товары первой необходи-

мости, спрос на которые растет медленнее роста доходов ( (      )   ), товары второй 

необходимости, спрос на которые растет по мере роста доходов ( (      )   ), и предметы 

роскоши, спрос на которые опережают рост доходов ( (      )   ).  

Коэффициент прямой эластичности цены по цене по определению есть эластичность цены 

одного товара (услуги) по цене этого же товара (услуги) и выражается формулой  

 (       )  

    

   
    

   

  , где     – цена   го товара или услуги для   ой группы потребителей 

или производителей. Таким образом, прямая эластичность цены по цене всегда равна едини-

це и не представляет практического интереса. 

Коэффициент перекрестной эластичности цены по цене есть эластичность цены одного това-

ра (услуги) по цене другого товара (услуги) и выражается формулой  (       )  

    

   
    

   

 , где 

    и     – цены   го и   го товаров (услуг) соответственно для   ой группы потребите-

лей или производителей. Между ценами разных товаров могут существовать зависимости, 

обусловленные бизнес процессами производства этих товаров. Например, при повышении 

цены на электроэнергию повышаются цены на многие товары и услуги, так как стоимость 

электроэнергии составляет часть себестоимости этих товаров и услуг. С другой стороны це-

ны разных товаров могут быть совершенно независимыми, в этом случае рассчитывать пере-

крестную эластичность одной цены по другой цене не имеет смысла. То есть, если между 

ценами нет никаких стохастических связей, то перекрестная эластичность цены равна нулю и 

в этом случае не выполняется соотношение  (       )   (       )   . 

Коэффициент эластичности цены по доходу потребителей выражает относительное измене-

ние цены при изменении доходов потребителей и определяется формулой  (      )  

    

   
   

  

, 

где     – цена   го товара или услуги для   ой группы потребителей,    – доход   ой 

группы потребителей. Коэффициент эластичности цены по доходу может быть как отрица-

тельной, так и положительной величиной. Для низкокачественных товаров  (      )   , для 

нормальных товаров  (      )   . 

В зависимости от изменения цены и дохода меняется также структура расходов потребителя 

и, соответственно, эластичность доли дохода потребителя. 

Коэффициент прямой эластичности доли дохода потребителей по цене определяется форму-

лой  (       )  

    

   
    

   

, где     – доля дохода   ой группы потребителей на приобретение   го  

товара или услуги,     – цена   го товара или услуги для   ой группы потребителей. Коэф-

фициент прямой эластичности доли дохода потребителей по цене показывает относительное 

изменение доли дохода потребителей, приходящейся на данный товар или услуги при изме-

нении цены на этот товар или услугу. Коэффициент прямой эластичности доли дохода по-

требителей по цене может быть как отрицательной, так и положительной величиной. При 

повышении цены на данный товар доля дохода потребителя, расходуемая на данный товар, 

увеличивается при неизменном объеме потребления, с другой стороны спрос (объем потреб-

ления) данного товара падает, так как потребитель может переключиться на товары-

заменители. Если при этом доля дохода потребителя увеличивается, то это говорить о том, 

что данный товар является значимым для данной группы потребителей. 
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Коэффициент перекрестной эластичности доли дохода потребителей по цене определяется 

формулой  (       )  

    

   
    

   

, где     – доля дохода   ой группы потребителей на приобрете-

ние   го  товара или услуги,     – цена   го товара или услуги для   ой группы потреби-

телей. Коэффициент перекрестной эластичности доли дохода потребителей по цене показы-

вает относительное изменение доли дохода потребителей, приходящейся на   ый товар или 

услугу при изменении цены на   ый товар или услугу. 

Коэффициент эластичности доли дохода потребителей по доходу потребителей для   ой 

группы потребителей определяется формулой  (      )  

    

   
   

  

, где     – доля дохода   ой 

группы потребителей на приобретение   го  товара или услуги,    – доход   ой группы по-

требителей.  Коэффициент эластичности доли дохода по доходу показывает относительное 

изменение доли дохода потребителей, приходящейся на   ый товар или услуги при измене-

нии общего дохода потребителей. 

Модель расчета эластичностей спроса позволяет рассчитывать определенные выше эластич-

ности спроса, цены и доли дохода потребителя. Для расчета эластичности спроса предполо-

жим, что заданы определенное количество товаров и услуг и выбраны определенные группы 

потребителей, которые потребляют эти товары и услуги. Построим следующую таблицу 1, 

где по столбцам расположены группы потребителей, а по строкам – выбранные товары 

(услуги). 

Таблица 1. 

 Группа потреби-

телей 1 

Группа потреби-

телей 2 

… Группа потреби-

телей m 

Объем потреб-

ления 

Товар 

(услуга) 1 
        …        

Товар 

(услуга) 2 
        …        

…. … … … … … 

Товар 

(услуга) n 
        …        

 

В каждой ячейке таблицы находятся объем потребления товара (услуги)   группой потреби-

телей  , в ячейках последнего столбца находятся общие объемы потребления   го товара 

(услуги). Для данной таблицы выполняются балансовые уравнения 

 

∑      
      для всех          .    (1) 

 

Умножим каждую ячейку таблицы 1 на цену (тарифы)   го товара (услуги) для   ой груп-

пы потребителей    , а последний столбец на среднюю цену (тариф)   го товара (услуги)   , 

которая определяется по формуле    
∑        

 
   

  
. В результате получим таблицу 2. 

Таблица 2. 

 Группа потре-

бителей 1 

Группа потре-

бителей 2 

… Группа потре-

бителей m 

Объем по-

требления 

Товар (услуга) 1                 …               

Товар (услуга) 2                 …               

…. … … … … … 

Товар (услуга) n                 …               
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Доходы групп 

потребителей       …    ∑  

 

   

 

 

Последняя строка таблицы содержит доходы групп потребителей. Для этой таблицы соблю-

даются балансовые уравнения 

 

∑        
 
          для всех          .   (2) 

 

Из таблицы 2 видно, каким образом распределен общий объем потребления каждой услуги 

по группам потребителей (балансовые соотношения (2)). С другой стороны, если анализиро-

вать каждый столбец таблицы 2, то видно какую часть доходов каждая группа потребителей 

тратить на какие услуги. Как правило, ∑        
 
       для каждого          . Разницу 

между правой и левой частями последнего неравенства потребители тратят на другие услуги 

и на сбережение. Если эта разница отрицательна, то это означает, что потребители потратили 

сбережения прошлых периодов. Добавим таблице 2 еще одну строку перед последней стро-

кой, в которую напишем разницу  
          ∑        

 
   , которую назовем «сбережениями» (таблица 3). Термин «сбереже-

ния» здесь носит условный характер.  

Таблица 3. 

 Группа потре-

бителей 1 

Группа потре-

бителей 2 

… Группа потре-

бителей m 

Объем по-

требления 

Товар (услуга) 1                 …               

Товар (услуга) 2                 …               

…. … … … … … 

Товар (услуга) n                 …               

Сбережения (то-

вар n+1) 
                  …                 

Доходы групп 

потребителей       …    ∑  

 

   

 

 

Единицей измерения сбережений является денежная единица, поэтому ее цена равна едини-

це, что отражено в таблице 3 в предпоследней строке. Для таблицы 3 выполняются балансо-

вые соотношения (2) для всех строк             и соотношения 

 

∑        
   
       для всех          .   (3) 

 

В этих соотношениях          для всех          . Поделим каждый столбец таблицы 3 

на   . Получим следующую таблицу 4. 

Таблица 4. 

 Группа потребите-

лей 1 

Группа потребите-

лей 2 

… Группа потребителей 

  

Товар (услуга) 1         …     

Товар (услуга) 2         …     

… … … … … 

Товар (услуга)           …     

Сбережения 

(   ) 
              …        
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В каждой ячейке таблицы 4 находятся доли дохода группы потребителей и справедливы ба-

лансовые соотношения 

 

∑    
   
      для всех          .    (4) 

 

По определению     
       

  
 для всех                      . Величина спроса   ой 

группы потребителей     и доля дохода   ой группы потребителей     являются функциями 

от                             , так как на величину спроса влияют цены (тарифы) на дан-

ную и другие товары (услуги) и доходы данной группы потребителей. Тогда перепишем по-

следнее соотношение в следующем виде: 

 

   (                             )  
   (                             )   

   
,        (5) 

для всех                      . 

Вычислим эластичность спроса по цене. По определению дифференциал функции     равен 

     ∑
    

    
    

   

   

 
    

   
    ∑ 4

  

   

    

    
     

   

   

   

    
     

      

       

    

    
    5

   

   

 

 
  

   

    

   
    

   

   
    

     

      

    

   
   

 

 

Отсюда поделив на     получим 
    

   
 ∑ (

 

   

𝜕   

𝜕   
     

 

  

𝜕  

𝜕   
     

 

   

𝜕   

𝜕   
    )

   
    

 

   

𝜕   

𝜕  
    

   

  
 

 

   

𝜕   

𝜕  
   .   (6) 

  

Тогда эластичность спроса по цене  

 (       )  ∑ (
   

   

𝜕   

𝜕   

    

    
 

   

  

𝜕  

𝜕   

    

    
 

   

   

𝜕   

𝜕   

    

    
)     

   

 
   

   

𝜕   

𝜕  

   

    
 

   

  

   

    
 

   

   

𝜕   

𝜕  

   

    

. 

 

Представим это выражение в следующем виде: 

 

 (       )  
   

   

 

    
∑

𝜕   

𝜕   
    

   
    

   

  

 

    
∑

𝜕  

𝜕   
    

   
    

   

   

 

    
∑

𝜕   

𝜕   
    

   
    

 
   

   

 

    

𝜕   

𝜕  
    

   

  

 

    
    

   

   

 

    

𝜕   

𝜕  
   

, 

  

Собирая подобные члены и пользуясь определением дифференциала получим 

 

 (       )  
   

   

    

    
  

   

  

   

    
  

   

   

    

    
, 

или  

 

 (       )   (       )    (      )    (       ).   (7) 

 

Полученная формула выражает связь между коэффициентами эластичности спроса по цене и 

эластичности доли дохода потребителя по цене. Из формулы (7) прямая эластичность спроса 

по цене получится, если положить    , тогда 

 

 (       )   (       )    (      )   .     (8) 
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Вычислим эластичность спроса по доходу. Из формулы (6) получим 

 

 (      )  ∑ (
  

   

𝜕   

𝜕   

    

   
 

𝜕  

𝜕   

    

   
 

  

   

𝜕   

𝜕   

    

   
)   

    
  

   

𝜕   

𝜕  
   

  

   

𝜕   

𝜕  
. 

 

Отсюда проведя аналогичные преобразования как при выводе формулы (7) получим оконча-

тельно 

 (      )   (      )      (      ).     (9) 

 

Формулы (7) – (9) выражают эластичности спроса через эластичности доли дохода потреби-

телей и эластичности цены по цене и по доходу. Доля дохода потребителей зависят от цен на 

товары (услуги) и дохода потребителей, так же как и спрос на товары (услуги). Поэтому за-

дача определения эластичности спроса приводится к задаче определения эластичности доли 

дохода потребителей, и эластичности цены по цене и доходу. Долю дохода потребителей 

ищем в виде следующей функции: 

 

        ∏  
  

       
     

 

        
 для всех                      ,  (10) 

 

удовлетворяющей условиям        . 

В силу наших предположений при одинаковом изменении всех цен (тарифов) и дохода по-

требителей структура потребления потребителей не изменяется, следовательно, если умно-

жить все цены (тарифы) и доходы потребителей в   раз, то доли дохода не изменятся. Под-

ставляя в формулу (10) вместо    и    соответственно      и     получим 

 

        ∏       
  

               
 

           
         ∑     

   
   ∏  

  

      
 

           
   , 

откуда  ∑     
   
     , следовательно, ∑     

   
     . Тогда формула (10) перепишется в виде 

 

        ∏  
  

      
 

 ∑     
   
      

    для всех                      .  (11) 

 

Предположим, что нам известны значения доли доходов, цен (тарифов), доходов потребите-

лей за  периодов. Обозначим их соответственно,     
      

     
   где          . Методом 

наименьших квадратов найдем неизвестные коэффициенты                      

                     , уравнения (11). Для этого значения цен (тарифов)     
  и дохо-

дов потребителей    
  приведем к одному периоду дисконтированием по уровню инфляции 

между периодами. Полученные значения обозначим так же. При этом цены        будут от-

личными от единицы. Пользуясь балансовыми соотношениями (4) исключим из перечня не-

известных       : 

         ∑ (    ∏  
  

       
     

 

 ∑     
   
   ) 

             .   (12) 

 

Перепишем уравнение (11) в следующем виде, предварительно прологарифмировав обе ча-

сти: 

 ̅     ̅  ∑ ( ̅    ̅ )
   
        для всех                    ,   

 

где  ̅           ̅         ̅          ̅      . Для определения коэффициентов   ̅  и      

будем минимизировать функционал 
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где  ̅   
     (    

 ),  ̅   
     (    

 ),  ̅  
     (   

 ). Тогда искомые величины   ̅  и      удовле-

творяют системе уравнений: 
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Система уравнений (13) – (14) содержит   (   ) уравнений. Решив систему линейных ал-

гебраических уравнений (13) – (14) находим   ̅ ,     при                       

          и определим     по формуле         (  ̅ ). 

Далее из формулы (11) вычислим эластичность доли доходов потребителей. По определению  
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откуда  
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Из формулы (15) с помощью элементарных преобразований получим 
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где                                . При       из формулы (12) получим 
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откуда 
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 (         )   
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   ,     (19) 

 

где                      . 

Формулы (16) – (19) выражают эластичности долей дохода потребителей через эластичности 

цен. Таким образом, формулы (7) – (9), (16) – (19) сводят определение эластичностей спроса 

к определению эластичностей цен. 

Матрица эластичностей цен является обратно симметричной матрицей, диагональные эле-

менты которой равны единице.  Обозначим матрицу эластичностей цен через   

{    }                                
, то есть       (       ) при     ,       - и          

 (      ),           (      ). Для любого фиксированного   для произвольных       

,       - справедливы равенства               . Следовательно, при любом фиксирован-

ном   сечение матрицы   является матрицей предельно устойчивого рынка. Согласно теории 

спекулянта [1, 2] данная матрица однозначно восстанавливается  +1 образующими числами. 

Для нахождения этих чисел достаточно знать одну строку или столбец данной матрицы. 

Обозначим эти числа через              +1. Тогда для           
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Кроме того, для любых     
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Выразим элементы последнего столбца матрицы    через образующие    . Имеем  
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Отсюда 

 

     
        

        
для                                  .  

 

То есть 

 (       )  
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Таким образом мы выразили все эластичности цены по цене через эластичности цены по до-

ходу. Тогда объединяя формулы (16), (17) и (22) получим 
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где                                . Полученные формулы (23), (24), (18), (19) 

выражают эластичности доли доходов потребителей  (       ) при             

                     , и  (      ) при                         только через 

эластичности цены по доходу  (      ) при                      , и коэффициенты 

     при                                . Таким образом, для вычисления эла-

стичностей спроса необходимо и достаточно вычислить эластичности цены по доходу. Эла-

стичности спроса выражаются через эластичности цен по доходу следующим образом: 
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Ӛз кезегінде, ақпараттық және телекоммуникациялық технологиялар халықтың түрлі 

салаларында, соның ішінде білім беру салаларында тезірек және жылдам таралуда[1]. Білім 

беру жүйелерінің әртүрлі модельдерінің дамуындағы заманауи тәсілдер мен үрдістер 

болашақ ұрпақтың үйлесімді дамуында ғылым мен жоғары технологиялар үлкен рӛл 

атқаратын және жалпы білім беру үдерісінің сапасын айқындайтын әлемде ӛмір сүріп 

жатқанымызды кӛрсетеді. Оқу орындарын компьютерлендіру қажеттілігі күн сайын артып 

келеді[2]. Себебі оқу үрдісінде электрондық жарияланымдар ерекше рӛл атқаруда. Қазіргі 

кезде олар білім берудің ең қарқынды дамып келе жатқан сатыларының бірі. Оның ішінде 

электрондық оқулықтарға аса мән берілуде.  

Электронды оқулық – курс материалдарын зерттеуге арналған әдістемелік кешен. Бұл 

теорияны, тәжірибені, тапсырмаларды және басқа компоненттерді қамтитын кешенді құрал.  

Электронды оқулықта түрлі ақпараттық технологияларды қолдану дәстүрлі 

оқулықпен салыстырғанда үлкен дидактикалық артықшылықтар береді: 

 мультимедиялық технологияларда ақпарат кӛрнекі және визуалды ұсынылады, бұл 

әсіресе жасӛспірімдер үшін оқыту ортасын тартымды жасайды; 

 ақпараттың едәуір кӛлемін бір ортаға интеграциялайды; 

 кез-келген қажетті сұрауға қажетті ақпаратты тез және дәл анықтауға мүмкіндік 

береді. 

 гипермәтін түрінде ақпаратты жеке ұйымдастыру және құрылымдау мүмкіндігі. 

 мультимедиялық функциялар оқу материалында иллюстрацияларды ғана емес, 

сонымен бірге музыкалық және бейнематериалдарды пайдалануға мүмкіндік береді. Бұл 

оқытудың сапасын жақсартуға және білім алушының назарын әлдеқайда жақсырақ сақтап 

қалады. 

 интерактивті ӛзін-ӛзі тексеру жүйесі білім алушыға ӛз білім деңгейін бағалауға, 

бақылау және емтиханға даярлануға мүмкіндік береді. 

Қазіргі жағдайда білім берудің кейбір мәселелерің бірден-бір шешімі қашықтықтан 

оқыту. Бүгінгі таңда қашықтықтан оқыту бүкіл әлемде кеңінен танымал болып келеді. 

Қашықтықтан білім беру жүйесін қолданатын институттар мен мектептердің желілері 

ашылуда. Бұл электронды оқыту құралдарының, атап айтқанда электрондық оқулықтардың 

үлкен санын жасауды талап етеді. Себебі қашықтықтан оқыту барысында білім алушы кӛп 

жағдайда ӛздігінен жұмыс істейді, сондықтан электрондық оқулық қашықтан оқытудың 

негізгі білім беру құралы, сонымен қатар біліктілігін және білім деңгейін жоғарылатуға, 

екінші білім алу, беделді университеттен, колледжден және т.б. диплом алу мүмкіндігін  

береді. 

Заманауи жағдайда оқу орнының қоғамдағы рӛлі ӛзгереді, демек білім алушының оқу 

орнындағы білімге деген кӛзқарасы ӛзгереді. Кӛптеген білім алушылар оқыту уақытын 

қысқартуды қалайды. білім беруді кәсібилендіру үрдісі арта түседі, сондықтан электронды 

оқулық, мұндай жағдайда, пәнді ӛз бетінше зерттеуге және болашақ мамандыққа дайындығы 

үшін ең жақсы таңдау болып табылады. 

Электронды оқулықты құру жұмысын келесідей кезеңдерге бӛлуге кеңес беріледі: 

1. Оқулық әзерленіп жатқан аудиторияны бағалау 

2. Мәтіндік және графикалық ақпаратты жинау және дайындау 

3. Мазмұнды дайындау 

4. Электронды оқулық дизайнын нақтылау 

5. Электронды оқулықты тікелей жасау   
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Электронды оқулықты жасау процесі дәстүрлі оқулықты жасау процесінен ӛте 

ерекшеленеді. Сондықтан, дәстүрлі оқулықты сканерлеу тиімді емес. 

Электронды оқулықты жасаған кезде, аз мәтінді қамтуы керек екенін ескеру керек, 

себебі компьютер экранынан мәтінді ұзақ уақыт бойы оқып-үйрену қиынға соғады және 

жаңа ақпаратты қабылдауды азайтады. Мәтінің қәріпін тандау ӛте маңызды, қаріптер 

теориясымен танысқан жӛн. Электронды оқулықта барынша кӛп графикалық бейнелер 

болуы керек, себебі иллюстрациялық оқулықтарды оқығанда ақпаратты ұғыну мен қабылдау 

әлдеқайда жоғары. Материалды зерттегенде түстер білім алушыға күш салмау үшін дұрыс 

түстер гаммасын таңдау маңызды, мақсат жайландыратын түстер таңдалу керек. Сондай-ақ, 

электронды оқулықта бейне және аудио үзінділер, оқулықтың элементтеріне және 

Интернетте басқа да ақпараттарға гиперсілтемелер қолдану ұсынылады. Бұндай бейне және 

аудио үзінділерді пайдалану ақпаратты динамикада беруге және білім алушылардың 

қызығушылығын арттыруға мүмкіндік береді, осылайша сіңімділікті арттырады. 

Интерактивті ӛзін-ӛзі тексеру жүйесі білім алушыға ӛз білім деңгейін бағалауға, бақылау 

және емтиханға даярлануға мүмкіндік береді[3]. Электронды оқулықтарда білім алушы  

материалды қалай меңгергенін тексеруге мүмкіндік беретін кіріктірілген тестілеу жүйесі 

болуы мүмкін. Бұл білім алушыға ӛз білім деңгейін бағалауға, бақылау және емтиханға 

даярлануға мүмкіндік береді. 

 

Электронды оқулық құрылымы 

 

«Ақшаның уақыттық құнының математикалық негіздері» оқу курсына құрылған 

электронды оқулық бакалавриат және колледж білім алушылары, сонымен қатар қарапайым 

халық кредит пен құнды қағаз пайыздарын есептеуде, лизингті операцияларда, 

инвестицияланған капиталдың кірісін анықтауда және жоба ӛтімділігінің мерзімін 

анықтауда, сонымен қатар инфляция әсерін анықтауда ақша каражатының уақыттық құны 

әдістерін қолдануға үйретеді. Сонымен қатар электронды оқулық  номиналды және нақты 

экономикалық шамаларды есептеу әдістемесі және соның негізінде Қазақстан 

Республикасының макроэкономикалық кӛрсеткіштеріне бағалау жүргізу әдістемесі, 

кредиттер мен инвестицияны бағалау ақша каражатының уақыттық құны әдістері, экономика 

кӛрсеткіштеріне инфляция әсерін бағалау тақырыптарын қамтиды.  

Электронды оқулық интернеттегі веб-беттерді құратын HTML гипермәтіндік белгілеу 

тілі арқылы құрастырылған[4,5,6]. Оқу құралы негізгі файл first_index.html кӛмегімен іске 

қосылды. Жұмыс оқулықтың тақырыптық бетінен, 1-суретте кӛрсетілгендей басталады. Онда 

оқу құралы атынан бӛлек, автор, факультет, кафедра, қала және шығарылған жылы 

кӛрсетілген. 

 

 
 

1-сурет 

 

Суретке басқанда электронды оқулықтың жұмыс беті ашылады.  
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Электронды оқулық мәзірі келесі тізімнен тұрады:  

 Басты бет  

 Дәрістер курсы 

 Лабораториялық тапсырмаларды орындау әдістемесі  

 Лабораториялық тапсырмалар 

 Тест 

 Видео сабақтар 

 Excel-дің қаржылық функциялары 

 Әдебиеттер тізімі 

Басты бет –  оқулықтың тақырыбын ашатын қысқаша түсініктемеден тұрады.   

Дәрістер курсы –  аталған курс бойынша 9 тақырыптық дәрістен тұрады. Әрбір 

дәрістің тақырыпбы, мақсаты, жоспары және соңында ӛзін-ӛзі тексеру сұрақтары бар. 

Тақырыптар жеңілден күрделіге қарай орналасқан. Оӛырманға түсінікті және жеңіл болуы 

үшін дәріс ортасында мысалдар келтірілген.  

Лабораториялық тапсырмаларды орындау әдістемесі – бұл бӛлім дәріс тақырыбына 

сәйкес тақырыптардан тұрады. Яғни әрбір дәрістің лабораториялық тапсырмаларын орындау 

әдістемелері кӛрсетілген. Әдістемеде тапсырмаларды орындаудың екі жолы кӛрсетілген: 

аналитикалық шешу жолы және  интерактивті шешу жолы. Интерактивті шешу жолынды 

Microsoft Excel-дің математикалық-экономикалық функциялары қолданылады.  

Берілген табыс деңгейіндегі тәуекел активтерінің оңтайлы портфелін таңдау 

тақырыбы бойынша бір мысал есеп келтірейік. 

Мақсаты: Капитал активтерінің баға белгілеу моделдерін (Capital  Asset Pricing  Моdel 

– САРМ) құрып, есептеуді үйрету  

Мысал.  Портфель жасау есебін қарастырайық (мысалы құнды қағаздар). 

3 актив бар болсын – A,B,C, (құнды қағаздар түрлері: акциялар, облигациялар, 

депозиттер). Олардан күтілерін табыс сәйкесінше 0,11; 0,15 және 0,08; тәуекелдер 

сәйкесінше 1; 1,2 және 0,9.  Портфель тәуекелі 1,1-ден артық болмауы керек, ал ,a 1

,,b 21 .,c 90  Әрбір активтер үлесі  Wa,,Wb,Wc деп белгіленеді және портфель 

менеджерімен анықталады.    максималды тәуекел деңгейінде максимал табыс алу үшін әр 

активтердің оңтайлы пропорцияларын анықтаңыз. 1-кестеде кӛрсетілген.  

1-кесте 

 

 

 

 

 

 

Математикалық моделдің құрылуы: 

1) Мақсат: берілген табыс деңгейінде пайданы максималдау (тәуекелді минималдау)  

max08,015,011,0  cba WWWF  

2) Параметрлер – барлық сандық мәліметтер 

3) Басқарушы айнымалылар cba WWW ,, – салмақтар 

4) Шектеулер: 

а)  портфельдегі  1,1 артпау керек:WA + 1,2WB + 0,9 WC  1,1 

б)  барлық активтер салмақтары теріс емес болу керек: 

,10  АW ,10  ВW 10  СW  

в) құралдар түгелімен инвестициялануы керек: WA + WB + WC = 1 

Сонымен, функцияны максималдайтын  математикалық модель алынады 

 

Тәуекел өлшемі   A   B   C   

i  1 1,2 0,9 1,1 

   Табыс 0,11 0,15 0,08  
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max08,015,011,0  cba WWWF
   

(1) 















1

10,10,10

1,19,02,1

СВА

СВА

СВА

WWW

WWW

WWW

    

(2) 

 

Яғни (2) шартын қанағаттандыратын және (1) функцияның мәнін максимумға 

айналдыратын ),,( cba WWWW   жоспарын табу керек.  

 

Интерактивті шешу әдісі. 

1. Microsoft  Excel-ге шартта берілген ақрпараттар 2-суреттегідей теріледі  

 

 
 

2-сурет 

 

2. Мақсатты D4 ұяшығын ерекшелеп, меңзер сол жерге орнатылады    санаттан 

математические таңдалады суммпроизвед: 

1 массив  А2:С2 бос ұяшықтарды есептейміз;  F4 батрмасымен бекітеміз; 

2 массив  А4:С4 ұяшықтарын 3-суреттегідей есепейміз (активтер салмағының 

коэффициенттері)  OK,  «0» шығады.  

 

 
 

3-сурет 

 

3. D4 ұяшығын кӛшіріп, D7:D8 бағанына қойылады. 

4. D4 ұяшығына меңзерді қойып ДанныеПоиск решения (егер орнатылмаған 

болса, онда «надстройки»  және қанат белгісін қойып, орнату керек). 

 Мақсатты D4 ұяшығын «максимумге» теңестіріп қою керек; 

 Изменяя ячейки: cba WWW ,,  астындағы ұяшықтар таңдалады – А2:С2;  

 Органичения: Добавить ұяшықтар ссылкасына: С7  шектеуге F7 ұяшығы 4-

суреттегідей таңдалады 1-ші шектеуге ұяшығы енгізіледі. 
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4-сурет 

 

Осылайша қалған шектеулер 5-суреттегідей енгізіледі (айнымаллылардың теріс емес 

шартын Параметрлер бӛлімінде беруге болады), ОК. 

 Параметры:Линейная модель   Неотрицательные значения  

   Показывать результаты итераций, белгілеу керек,ОК  

 

 
 

5-сурет 

 

 6-суреттегі Выполнить жалғастырылады («шешімі табылды» хабарлама 

шыққанға дейін). Шектеулер қалай орындалып жатқанын бақылау керек. 

 

 
 

6-сурет 

 

 «Решение найдено»  тип отчета результаты, ОК «отчет по результатам» беті 

пайда болады (7-сурет). 
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7-сурет 

 

Шешімдердің экономикалық интерпретациясы: егер 0,5 акция және 0,5 облигазия 

алатын болсақ, она портфель максималды пайда табады және ол 0,13 тең. Сонымен тиімді 

жоспары )0;5,0;5,0(W  тең  және F = 0,13. 

Сонымен қатар кӛрсетілген мысал есептің 8-суретте кӛрсетілген «Есепті жүргізілген 

файлды» басу арқылы интерактивті жолмен шешілген файлды жүктеу мүмкіндігі бар. 

Басқаша айтқанда оқырман әр есепке жеке шаблонды жүктеу отырып түрлі тәжірбиелер 

жүргізе алады.  

 

 
 

8-сурет  

 

Лабораториялық тапсырмалар бӛлімі дәріс тақырыбына сәйкес ӛздік жұмысқа 

арналған есептер жинағынан тұрады. Есептер соңында жауаптары кӛрсетілген. Бұл 

оықрманғын ӛз жауабымен тексеру мүмкіндігін береді. 

Тест –  білім алушы ӛз білімін тексере алатын тест орналасқан. Тест сұрақтарына 

жауап берілген соң, тексеруге жібереді. Нәтижесінде жалпы қанша сұраққа жауап бергені, 

оныны қаншасына дұрыс жауап бергені және сонын пайыз түріндегі қорытындысы шығады. 

Видео сабақтар –  оқулықтың бірден бір ерекшелігі білім алушы тақырыпты жете 

түсінуі үшін видео материалдар қарау мүмкіндігі кӛрсетілген. 
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Excel-дің қаржылық функциялары бӛлімі лабараториялық тапсымаларда 

қолданылатын Excel-дің қаржылық функцияларының тізімі кӛрсетілген. Әр функцияға 

түсініктеме берілген.  

Әдебиеттер тізімі – тақырыптарды тереңірек ұғынуға, ӛздік ізденіске қажет 

болатын, ең қажетті әдебиеттер тізімі кӛрсетілген. Кейбір әдебиеттерді жүктеу мүмкіндігі 

бар.  

Жұмыстың мақсаты болған орта буын оқырмандардың қаржылық сауаттылығын 

арттыратын қазіргі білім талаптарына сай құрастырылған электронды оқулық қолдануға 

жеңіл, түсінікті функцяларымен жабдықталған, электронды оқулық талаптарына сай 

құрастырылған. 

 
Қолданылған әдебиеттер тізімі 
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Экструзия – бұл заманауи, жоғары автоматтандырылған үздіксіз, полимерлі материал 

балқытпасын пішіндейтін құрылғы (ұштық) арқылы басу жолымен жүзеге асырылатын, 

қажет пішіндегі бұйымдар мен жартылай фабрикаттарды ӛндіру үрдісі. Экструзияны: 

түйіршіктерді, парақшалар, пленкалар, құбырлар, бейінді және үрленетін бұйымдарды, 

қағазға жұқа жабушаларды, маталар, қатты қағаз, пластмасса оқшаулаудағы сымдар және 

кабельдерді дайындау үшін қолданады. 
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1 – экструдер, 2 – шнек, 3 –жүктеуші бункер, 4 – пластикалық ұнтақты салмақ, 5 – 

мундштук, 6 –шығу ойығының профилі, 7 – экструдирленген қабат, 8 –роликтер, 9 –тіректегі 

қозғалушы лента, 10 –жетектік дабылдар, 11 – роликтер. 

Сурет 1. Экструзиялық машина сұлбасы 

 

Экструзия әдісімен бізге белгілі барлық термопластикалық полимерлер және олардың 

негізіндегі орындаулар жасап шығарылады.  

Бір шнекті экструдер ӛнімділігі. 

Әдетте экструдер нақты бұйымды дайындайтын (пленка, парақтар, құбыр және т.б.) 

агрегат құрамына кіреді. Әрбір нақты жағдайда экструзиялық машиналарға ерекше талаптар 

қойылуы мүмкін. Бірақтан ортақ болып сапалы ӛнімді минималды шығынмен алу табылады. 

Сондықтан үлкен назар олардың қӛнімділігі мен қайта һңдеудің нақты параметрлеріне 

тәуелді тұтынылатын қуатты анықтауға бӛлінеді.  

Ньютонның идеал сұйықтықтар үшін ағу заңдарынан және Навье-Стокс теңдеуінен 

математикалық түрлендірулер және шнек параметрлер қою жолымен экструдердің кӛлемдің 

ӛнімділігін есептеу үшін формулалар алынды (см
3
/с): 

Зk

P
C

P
BAnQ





 (1) 

Мұнда А – шнектің спиральді арнасында балқытпаның тура ағынын сипаттайтын 

коэффициент, см
3
; 

2

cossin22  hD
A  (2) 

В — шын мәнінде жоқ, кері ағын сипаттамасы, см
3
. 

L

Dh
B

12

sin 23 
 (3) 

η3 — шнектің спиральді арнасындағы тиімді тұтқырлық, Па•с; С — ағудың кері 

ағынының сипаттамасы, см
3
; 

Le

tgD
C

10

222 
 (4) 

η3 – шнек жотасы мен цилиндрдің ішкі қабырғасы арасындағы саңылаудағы тиімді 

тұтқырлық, Па*с; D — шнек диаметрі, см; Р — шнек соңындағы қысым (ұштыққа кірістегі), 

Па; h — ойық тереңдігі, см; υ — винтті сызықтың кӛтеру бұрышы, град; L — шнек 

ұзындығы, см; п. — шнектің айналу жылдамдығы, об/с. 

Егер ағудың кері ағыны ӛте аз екенін назарға алсақ (әсіресе жаңа эктрудерлер үшін), 

онда ӛнімділікті есептеу формуласын (3.13) былай жазуға болады: 

2122

2322

L

sinDk
n

cossinhD
Q





 (5) 

 (3.5) формула ойық тереңдігі мен қадамы тұрақты экуструдер ӛнімділігін есептеуге 

мүмкіндік береді. Ол кезде шнектің айналу жиілігіне, шнек соңындағы қысымға жіне 

балқытпаның тиімді тұтқырлығына тәуелді болады. Бұл параметрледі эктрузияның 

технологиялық процессінде негізгі деп санауға болады. Мұнда балқытпа тұтқырлығы тәуелді 

цилиндр аймақтары бойынша және ұштық температурасын қосу керек. Бұл 

температуралартермомеханикалық қисықтардан алынатын фазалық ӛтпелердің 

температуралары негізінде таңдалады.  

Жоғары қысымдағы полиэтилендердің тығыздығы температураға тәуелділігі 

Экструдер ӛнімділігі ұштық арқылы ӛтетін балқытпа саны бойынша да анықтала 

алады, Q0 (в см
3
/с): 


 ГP

KQ (6) 
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Экструдерлердің құрылыстық және технологиялық параметрлерін нақты шешімдерін 

тек заманауи ЭЕМ пайдалана отырып табады. Экструдердің материалды түрлі бұйымдарға 

қайта ӛңдеу кезінде машинаның техникалық мүмкіндіктерін анықтауға мүмкіндік беретін 

жанамаланған тексеруші есептеулерін белгілі бір ақауларды жібереді. 

Қарастырылған математикалық тәуелділіктердің негізінде тапсырманы шешу блок-

схемасын құраймыз. Жасалған блок-схемасы 2-суретте келтірілген. 

 

 
 

Сурет2. Блок -схемасы 

Экструдердің, қайта ӛңделетін материалдың барлық негізгі сипаттамалары және 

технологиялық түзімнің параметрлері алдын ала белгілі деп болжанады. 

Бағдарламаны қҧру және оны ЭЕМ-де шешу 

Тапсырма шарты: бір шнекті экструдердің шамамен ӛнімділігін есептеу. 

Бастапқы деректер 

Шнектің диаметрі, см                                                                D:=11 

Ойық тереңдігі, см                                                                      hср :=0,8 

Кӛтерілу бұрышы   град                                                            α:=17 

Айналу жиілігі, айн/мин                                                            n:=55 

Шнек ұзындығы ,см                                                                    LH :=12*D 

Тығыздығы , кг/м³                                                                       ρ:=810 

Температура, град                                                                       Т:=130 

Ӛндірімділікті есептеу 

Градусты радиандарға ауыстыру  

180

*
:


 

 
1. Балқу тҧтқырлығын анықтау 

1.1.Молшерлеу аймағындағы спиральды каналдың тереңдігі һ2 (см) 

 

(0.12-0.16)*D:h1  :=0.14D,см 

 

Ораушы материалдың дәрежесі, ӛңделетін материалдың типіне тәуелді болады  (1-6): 

і:=3,2 
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Бӛлу тереңдігінің орта мәні 

2
: 31 hh
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
 985.0:CPh  

CPh

nD

*60

**
:


   :=32.148 

 

2.Соңғы шнектегі балқудың ең жоғарғы қысымын анықтаймыз 

 

шнектің кесу- қадамы (0,8-1,2)D, см t:=1.1D 

D

t
tgФ

*
:


 Фtg =0.35 

Мӛлшерлеу аймағының ұзындығы (3-5)t, см 

 

ДL :=4*t        ДL :=48.4 

Ф
CP

Д

M
tgh

nLD
P

* *60

****
:

2




6
10*547.5MP    Па 

3. Бір шнекті экструдердің ӛндірімділігін анықтаймыз 
мин

см
3
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hD

Q
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CPCP

  

Q=8565.133 

ӛңдеу температурасы кезіндегі балқу тығыздығы  ρ=810 

6
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**60
:

Q
QВ  ч

кг
265.416ВQ  
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Сурет 3. Бір шнекті экструдердің ӛнімділігін есептейтін бағдарлама терезесі 

 

Мӛлшерлеу аймағындағы экструзия математикалық моделін қолдану нәтижесінде 

тұрақты тереңдіктегі және айнымалы ойық қадамындағы экструдер үшін келесі мәліметтер 

алынды: ӛнімділік Q=8565.133 см
3
/мин немесе Q=416.265 кг/час. Құрылған модельді қолдану 

бір шнекті экструдер параметрлерін таңдау мен ӛнімділікті есептеу үшін қолданылады. 

 

 
Сурет 4. Экструзиялық машинаның программадағы кӛрінісі және анимациясы 

 
Қолданылған әдебиеттер тізімі 

1. Полосин А. Н. Моделирование и оптимизация процессов смешения термопластичных материалов в 

одношнековых экструдерах // Информационные технологии моделирования и управления. — 2009. — № 2. — 

С. 297–305. 

2. Воскресенский А. М., Ищенко М. А.  Компьютерные модели свойств и переработки полимерных 

композиций. — СПб.: СПбГТИ (ТУ), 2008. — 66 с 
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3. Иванов Д.А., Литвинцева И.В., Вальяно Г.Е., Фатеева Л.В. Особенности структуры керамических 

композиционных материалов, полученных методом направленной реакционной пропитки. огнеупоры и техни-

ческая керамика, №8, 2000, с. 14-20. 

 

 

ЖАЗЫҚ МЕХАНИЗМДЕРДІ КОМПЬЮТЕРЛІ МОДЕЛЬДЕУ ЖӘНЕ 

КИНЕМАТИКАЛЫҚ ТАЛДАУ 

 

Дузельбаев С.Т., Ертай С.Н., Карейбаева Ф.С., Тукешова Г.А., Омарбекова Ә.С. 

Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университеті, Астана, Қазақстан 

E-mail: gulzada.tukeshova@mail.ru 

 

Зерттелетін тақырыптың мақсаты: жазық иінбілікті механизмдерге кинематикалық 

талдау жүргізіп, компьютерлік моделін жасау. Сондай-ақ, кинематикалық талдауды 

аналитикалық әдісте жүргізіп, MathCAD бағдарламасында қозғалысын кӛрсету. 

Зерттеудің мәселелері:  

 MathCAD бағдарламасында жұмыс жасап уйрену; 

 Қосиінді-күйенте механизмімен танысу; 

 Қосиінді-күйенте механизмін аналитикалық әдісте кинематикалық талдау жүргізу. 

 

Иінбілікті механизмдерді есептеу және зерттеу кезінде аналитикалық әдістер 

қолданылады. Графикалық әдістердің, қазіргі кезде есептеудің дұрыстығын бақылау кезінде 

қосымша мәні бар. Иінбілікті механизмдердің орналасуын аналитикалық анықтау әдістерінің 

ішінде барлық механизмдерге пайдаланылатын тек қана екі жалпы әдіс бар. Бұлар 

Ю.Ф.Морошкиннің координаталарды түрлендіру және В.А.Зиновьевтің тұйықталған 

векторлық контурлар әдістері болып табылады [1]. Жазық механизмдер үшін соңғы әдіс - ең 

қарапайым әдіс болады. Сондықтан да оны техникада кеңінен кездесетін ІІ классты жазық 

механизмдерге қолданамыз.   

В.А.Зиновьев әдісінде әрбір иінбілікті механизмінің құрылымы бір немесе бірнеше 

тұйықталған векторлық контурлар түрінде бейнеленеді. Олардың әрқайсысы үшін орналасу, 

жылдамдықтар және үдеулер теңдеулері құрылады және шешіледі. Бұл кинематикалық 

тізбектің әр бӛлігінде әр түрлі орналасқан бірдей сипаты және құрылымдық топтары бар әр 

түрлі механизмдер үшін есептік формулаларды шығаруда қайталауға әкеледі. Механизмнің 

кинематикасының зерттелуін анимация түрінде компьютердің дисплейінде кӛрсетуге 

болады. 

 

Иінбілікті-кҥйентелі (қосиінді-кҥйенте) механизмінің кинематикалық талдауы 

 

 Механизмнің буындарының жылдамдықтары мен үдеулерін аналитикалық түрде 

анықтау үшін   бұрышының кірмелі буынның   бұрышымен аналитикалық байланысын 

табу қажет. Табылған бұрыштарды пайдаланып әр нүктенің орны анықталады. Содан кейін 

олардан уақыт бойынша бірінші ретті туындылары алынып жылдамдықтары анықталады. 

Дәл солай жылдамдықтарды уақыт арқылы бір рет туындылап үдеулер анықталады. 

 

mailto:gulzada.tukeshova@mail.ru
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1-сурет. Қосиінді-күйенте механизмі 

Бағдарлама коды: 
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Есептің бас жағында «подпрограмма» сілтемеде ішкі бағдарлама сақталған.  

 

 
2 –сурет.Ішкі бағдарлама 

 

Тӛмендегі суреттерден ішкі бағдарламалардың кодтарын кӛре аламыз. 

 

 
3 –сурет. Дифференциалдаудың ішкі бағдарламасы 

 

 
4 –сурет. Жылдамдық векторының ішкі бағдарламасы 

 

 
5 – сурет. Үдеу векторының ішкі бағдарламасы 

 

Қорытынды 
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Берілген жұмыста жазық механизмдерінің белгілі бір түріне аналитикалық әдісте 

кинематикалық талдау жүргізіп, шешімін сандық әдістегі MathCAD жүйесінде қозғалысы 

кӛрсетілді. Есеп нәтижесінде механизмнің қозғалысы анимация түрінде кӛрсетілді. Алынған 

нәтижелерді техникалық мамандықтардағы студенттер үшін «Машиналар мен механизмдер 

теориясы» курсынан кӛрнекті оқу құралы ретінде қолданылады. 

 
Пайдаланылған әдебиеттер тізімі 

1. Зиновьев В.А. Курс теории механизмов и машин.  – М.: Наука,  1975. – 384 с.  

2. Дүзелбаев С.Т., Омарбекова Ә.С. Есептеу механикасы. – Алматы: ҚР ЖООҚ. – ЖШС «Дәуір»,  2011. – 312. 

 

 

КОМБИНАЦИЯЛЫҚ  ЦИФРЛІК  ҚҦРЫЛҒЫНЫ  АРДУИНО 

ПЛАТФОРМАСЫНДА  МОДЕЛДЕУ 

 

Жантлесова Ә. Б.,  Жармакин Б. Қ. 

Л. Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университеті, Астана, Қазақстан 

«ҚҒС» ҰК» АҚ, Астана, Қазақстан 

E-mail:acbizh@mail.ru,  zbk_60@mail.ru 

 

Комбинациялық цифрлік құрылғы (КЦҚ) - шығыс сигналдарының мәндері ағымдағы 

уақыттағы  кіріс  сигналдарының  мәніне ғана тәуелді болатын құрылғы. 

КЦҚ - ның жады элементтері жоқ, сондықтан шығыс сигналдары бұл құрылғыларда 

тек қана кіріс сигналдарының  шамаларына сәйкес қалыптасады. 

КЦҚ ретінде қолданылатын құрылғылар: кодерлер (шифлауыштар), декодерлер 

(қарсы шифлауыштар), мультиплексорлар және демультиплексорлар.  

Демультиплексор —  бұл бір ақпараттық кірістегі (D) сигналды бірнеше ақпараттық 

шығыстарға (Y0 – Y2) біріне қосатын комбинациялық цифрлік құрылғы. 

Демультиплексорларды сұлбалардағы шартты белгіленуі DMX немесе DMS.  Бұл 

құрылғыны сигналдардың логикалық коммутаторы (қосқыш) ретінде қолданамыз. Ол бір 

ақпараттық кірістегі (D) сигналды, адрестік кірістердегі комбинацияға байланысты, 

құрылғыны шығысындағы бірнеше ақпараттық шығыстардың  (Y0 – Yn) біріне қосады 

(Сурет 1). 

 
Сурет 1 – Демультиплексордың шартты графикалық белгіленуі (а) және жұмыс атқару 

сұлбасы (ә) 

mailto:acbizh@mail.ru
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Мысал үшін, біз екі адрестік кірісті және үш ақпараттық шығысты 

демультиплексорды қарастырайық. Жалпы, адрестік кірістер де, ақпараттық шығыстар да, 2 

санының қандай – да бір дәрежесі түрінде алынады (2 – нің нӛл дәрежесі 1 санын береді, бір 

дәрежесі 2 санын береді, екі дәрежесі 4 санын береді). Тӛменде, демультиплексордің моделін 

құрастырғанда, мысал ретінде алынған SN7411 микросұлбасында үш ЖӘНЕ элементі 

болғандықтан шығыстар саны 3 – ке тең болып алынған. 

Коммутатор (қосқыш)  адрестік кірістер (А0 – А1) арқылы басқарылады. Берілген 

ақпараттық кірістегі (D) сигналды (логикалық «0» немесе «1»), адрестік кірістердегі 

комбинацияға байланысты, құрылғының шығысындағы (Y0 – Y2) – тің біріне қосады. Бұл 

адрестік сигналдар кіріс сигналын шығыстағы қандай каналға  қосу керектігін анықтайды.      

Демультиплексердің жұмыс кестесін құрастырайық. Демультиплексердің жұмысы 

адрестік кірістердің комбинацияларына байланысты болады. Демультиплексердің кірісіне 

ақпараттық сигнал  (D) логикалық «0» немесе логикалық «1» ретінде келеді. Сондықтан, 

ақпараттық кірістердің барлық комбинациясын ескерсек, бізде 6 комбинация болуы тиіс. 

(Кесте 1). 

Кесте 1.  Демультиплексердің жұмыс кестесі 

 
Бұл жерде (*) – бейтарап жағдай. Сигналдың немесе логикалық «0» немесе логикалық 

«1» болуы мүмкін. Бірақ бұл сигналдардың мәндері құрылғылардың не кірісіне не шығысына 

ешқандай әсер етпейді. 

Осы кестені пайдаланып, демультиплексердің шығыс функциясының теңдеулерін 

алайық:  

 

Демультиплексердің құрамын анықтаймыз. Бізге үш кірісті үш ЖӘНЕ ЛЭ – і мен 

адрестік кірістерге екі инвертор (ЕМЕС) қажет болады.  Инверторлар адрестік кірістерге, 

қажет болған жағдайларда логикалық «0» беру үшін қолданылады. (Сурет 2). 



71 
 

 
Сурет 2 – Демультиплексордың принципиалды сұлбасы 

Демультиплексордың бағдарламаcының листингі келесідей болады:  

// Demultiplexer  программасы  

// Кіріс сигналдарды тағайындау 

int ledPin1=13;  //Ақпараттық сигнал D. Dсигналына әрдайым логикалық «1» береміз 

int ledPin2=12;  //Адрестік сигнал А0 

int ledPin3=11;  //Адрестік сигнал А1 

void setup(){   

// ledPin – дерді шығыс сигналы етіп тағайындаймыз 

pinMode(ledPin1,OUTPUT); 

pinMode(ledPin2,OUTPUT); 

pinMode(ledPin3,OUTPUT); 

} 

void loop() {    

// Кірістерге мәндер беру 

digitalWrite(ledPin1,HIGH); 

digitalWrite(ledPin2,LOW); 

digitalWrite(ledPin3,LOW); 

delay(3000);   

//3 секундтық кідіріс 

digitalWrite(ledPin1, HIGH); 

digitalWrite(ledPin2,HIGH); 

digitalWrite(ledPin3,LOW); 

delay(3000); 

digitalWrite(ledPin1, HIGH); 

digitalWrite(ledPin2,LOW); 

digitalWrite(ledPin3,HIGH); 

delay(3000); 

} 

 Құрылғымыздың  PROTEUS – те прототипін құрастырып, программаның дұрыстығын  

тексереміз (Сурет 3). 
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Сурет 3 –Демультиплексордың PROTEUS – тегі прототипі 

Құрылғымыздың  PROTEUS – тегі прототипін тексергеннен кейін, оны АРДУИНО 

платформасында жинақтауыш тақташада жинақтаймыз. Бізге қажет микросұлбалар – 

К155ЛИ3 (аналогы SN7411) және К155ЛН1  (аналогы SN7404). Аяқтарын нӛмірлейміз. Бұл 

құрылғыны құрастырғанда шатасып кетпеу үшін жасалады.  К155ЛИ3 (аналогы SN7411) 

микросұлбасының құрамы үш ЖӘНЕ компонентінен тұрады. 

Осы суретте кӛрсетілгендей екі микросұлбаның  ӛзара байланыстарын орнатайық: 

а) SN7404 – тің 1 – ші пині SN7411 – дің 4 - ші пиніне жалғанады (күлгін сары түсті) «папа – 

папа» сымымен қосылады; 

ә) SN7404 – тің 3 – ші пині SN7411 – дің 10 - шы пиніне жалғанады (кӛк сұр түсті) «папа – 

папа» сымымен қосылады; 

б) SN7404 – тің 2 – ші пині SN7411 – дің 1 – ші және 9 - шы пиндерге жалғанады (жасыл 

түсті) «папа – папа» сымдарымен қосылады; 

в) SN7404 – тің 4 – ші пині SN7411 – дің 2 – ші және 3 – ші пиндерге жалғанады (қызыл  

сары түсті) «папа – папа» сымдарымен қосылады (Сурет 4).     

 

Сурет 4  -  Демультиплексордың нӛмірленген сұлбасы (а) және екі микросұлбаның  

ӛзара байланыстары (ә) 
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Жинақтауыш тақташада резисторлар мен жарық диодтарын орналастыруды қадаммен 

кӛрсетуге болады. Мысалы микросұлбаның 1 – ші аяғына компоненттерді жалғауды 

кӛрсетейік:  

а) d1 – d8 контакттары «папа – папа» сымымен қосылады; 

ә) резисторды c8 – c11 контакттарының арасына орналастырамыз; 

б) жарық диодынның қысқа аяғын (GND) «жер» - ге жалғау рельсіне қосамыз, ал ұзын аяғын 

a11 контактысына жалғаймыз (Сурет 5).    

Қалған  екі компонент дәл осы жолмен жинақталады. Ең соңында  кіріс сигналдарын 

АРДУИНО – ға микросұлбаның 11 – ші, 12 – ші және 13 – ші кірістеріне жалғаймыз. 

Құрастырылған құрылғы жұмыс атқаруға дайын (Сурет 6).    

Дәл осы жолмен басқа да цифрлік құрылғыларды АРДУИНО платформасында моделдеуге 

болады. 

 
 

Сурет 5 -  Адрестік А0 кіріске  резистор мен жарық диодын жалғау 
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Сурет 6 -  Жинақтауыш тақташада толық құрастырылған демультиплексордың моделі 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВОЛНОВЫХ ПРОЦЕССОВ В НЕОДНОРОДНЫХ 

СРЕДАХ 

 

Жҥзбаев С.С., Сабитова Д.С. 

Евразийский национальный университет имени Л.Н. Гумилева, Астана, Казахстан 

E-mail: juzbayev@mail.ru, dianasabitova@yahoo.com 

 

Аннотация. Статья посвящена численному моделированию распространения упругих 

волн в неоднородных средах.Основываясь на уравнениях движения и соотношений 

обобщѐнного закона Гука были определены уравнения, описывающие малые динамические 

деформации в условиях плоской задачи. Была принята явная разностная схема и шаблон, по-

строенные на основе метода бихарактеристик с добавлением идей расщепления по простран-

ственным координатам. Получены разрешающие разностные уравнения для внутренних, 

граничных и угловых точек области. 

Ключевые слова: волновые процессы, неоднородные среды, метод бихарактеристик, 

численное моделирование, определяющие уравнения, вектор скорости, тензор напряжений. 

 

1. Введение 

Математическое моделирование распространения волн в составных упругих средах 

актуально во многих отраслях, таких как строительство, конструирование, машиностроение 

и т.п. Для теоретического и прикладного исследования представляется важным изучение за-

кономерностей развития контактного взаимодействия динамически деформируемых сред. 

На сегодняшний день существует ряд математических методов исследования. В связи 

с развитием информационных технологий и доступности к вычислительным мощностям 

компьютеров, получили новое развитие численные методы решения: метод пространствен-

ных характеристик [1-4], метод конечных разностей [5], метод граничных интегральных 

уравнений [6, 7] и т.д. 

2. Постановка задачи 

Как показано на рисунке 1, пусть в декартовой системе координат прямоугольная по-

лоса занимает область 

 ),0( 2211 lxLxD   

а полуплоскость –  

 )()( 22112112 lxLxLxxLD  . 

http://arduino.ua/ru/hardware/Nano
https://digitalelectronics.kz/
mailto:juzbayev@mail.ru
mailto:dianasabitova@yahoo.com
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Свойства линейно-упругих изотропных, разнородных материалов задаются плотно-

стью k , параметрами Ламе k  и k (k=1,2). В момент времени 0t  тело находится в состо-

янии покоя. 

 0
)()(


kk

i
v    (1) 

где 
)(k

v , 
)(k

i
  – компоненты вектора скорости и тензора напряжений в k-том теле ( , 

i=1,2). 

 
Рисунок 1 – Исследуемая область 

 

В момент времени nt (n=1.150) на нормальной границе 01 x , lx 2
 прямоугольной 

полосы сообщается механическое возмущение, изменяющееся по закону:  

 )(
)1(

11 tf , 0
)1(

12   (2) 

Остальные границы неоднородного тела свободны от напряжений: 

 0
)2(

1 i , при (i=1,2), ,11 Lx   2xl ; (3) 

 0
)1(

2 i , при (i=1,2), ,2 lx  110 Lx   (4) 

Условия на контактных границах отвечают требованиям полного сцепления полосы и 

полуплоскости: 

 
)2(

1

)1(

1 ii   , 
)2()1(

ii vv  , при (i=1,2), ,21 Lx  lx 2
 (5) 

 
)2(

2

)1(

2 ii   , 
)2()1(

ii vv  , при (i=1,2), ,211 LxL  lx 2
 (6) 

Необходимо исследовать напряженно-деформированное состояние неоднородной 

среды 21 DD  . 

3. Численное моделирование в неоднородных средах 

В данной статье для решения задач распространения волн в неоднородных средах 

рассматривается метод бихарактеристик с добавлением идей метода расщепления [8-10]. 

Ниже он использован для исследования плоских волновых процессов в полуплоскости с ча-

стично заделанной в нее полосой (рисунок 1). 

Для решения задачи наряду с начальными (1) и граничными условиями (2-6) исполь-

зуется система, состоящая из уравнений движений и соотношений обобщенного закона Гу-

ка[11]. 

 kp ;
)(

,

k
U  

)()()(
2

k

k

k

ijk

k

jii     (7) 

где 
)(k

j  – компоненты тензора деформации из соотношения Коши, 
i

  – символ Кронекера, 

U  – вектор перемещения, индексы ),,,,( kji  принимают значение 1, 2; причем ji   и 

),,( ji ; нижними индексами после запятой обозначаются производные по соответству-
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ющей пространственной переменной, точкой сверху – производные по времени; по дважды 

повторяющимся греческим индексам необходимо суммировать. Решение задачи удобно 

отыскивать в безразмерных величинах, которые получаются после введения обозначений как 

в [12]. 

Тело 21 DD   линиями constx 1 , отстоящими друг от друга на расстоянии ih , делит-

ся на ячейки. Пересечения линий  образуют углы. Использование явной разност-

ной схемы второго порядка точности позволяет установить значения неизвестных величин в 

узлах nt  слоя (  – шаг по времени) по известным их значениям в узлах слоя по времени 

nt  (n=0.150). 

Принимается шаблон, состояний из узла O и точек 

i  (i=1,2), лежащих на коорди-

натных линиях constxi   и отстоящих о точки O на расстоянии  )(

1

k  и  )(

2

k  (рисунок 2). 

Наклонные прямые, исходящие из точки A, являются бихарактеристиками. 

 
Рисунок 2 – Бихарактеристики на плоскости 

 

В дальнейшем значениям функции в точке O приписываются верхний знак O, в точ-

ках  – нижний индекс i , а верхний знак   (например, )(k

i



 ), в точке A дополнительный 

знак не приписывается. Шаг по времени   выбирается из условия устойчивости схемы Ку-

ранта-Фрэнсиса-Леви [12]. В безразмерной форме уравнения (7) имеют вид: 
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i vvvv     (8) 

Разностные схемы. Система (8) расщепляется на две системы уравнений, соответ-

ствующие 1  и 2 : 

 ;
)()()(

,
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k

k

iji
Apv     

 
)()()(

1

)( kkkk

iji
Bv    , (9) 

здесь 
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vvB  

)(

,

)(

2

)(

,

)(

3

)(
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На характеристиках (рисунок 2) 

 dtpdx
k

ikj

)(
  (11) 

constx 1



i
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должны быть выполнены условия [12] 

 dtApBdvpd
kk

ik

kkk

ik

k

iii
)(

)()()()()()(

   , )2,1,1(  i  (12) 

Уравнения (9) и условия (12) используются для отыскивания решения задачи (1-7). 

Интегрирование методом трапеции уравнения (9) от точки O и соотношений (12) от точек 

 до точки A (рисунок 1) позволяет получить разностные уравнений для внутренних точек 

области  [12]. 
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
  (14) 

Значения функций в не узловых точках  вычисляются по формуле Тейлора около 

узловой точки с точностью до второго порядка относительно шага по времени  [12]. Ис-

ключая неизвестные 
)(k

i
 , 

)(k
v  из (14), при помощи (13), можно получить восемь уравне-

ний относительно производных в расчетном слое времени : 

 
)()(0)(0)(0)(02)()()(2)(
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kkkkk
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Складывая и вычитая поочередно соответствующие пары уравнений из (15), можно 

найти неизвестные производные 
)(k

i
v , 

)(

,

k

ji
 , )2,1,1(  i . 
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)(0)(0)( kkk
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vvv    

 
)(0)(0)(

,,,

kkk

iiiiii    . (16) 

Систему уравнений (16) можно использовать для определения неизвестных, как во 

внутренних, так и в граничных узловых точках исследуемой области . Подстановка 

равенств (16) в (13) позволяет получить неизвестные ,  во внутренних узловых 

точках тела в момент времени . 

На граничных линиях заданы два компонента напряжения (2-4). В расчетах 

не могут быть использованы условия (15) на двух характеристиках, не принадлежащих обла-

сти . Тем самым, по сравнению с внутренними точками число уравнений (15) сокра-

щается на 2. Совокупность оставшихся уравнений (13), (15) и двух граничных условий (2-4) 

является замкнутой линейной системой относительно тринадцати неизвестных (восьми про-

изводных и пяти функций). Точки контактных линий CR, PD и CD рассматриваются как гра-

ничные точки отдельных областей 1D , 2D . В каждой из этих точек число уравнений (13), 

(15) равно 22, а неизвестных – 26. Замкнутая система уравнений получается, если наряду с 

(13), (15) использовать условия жесткого сцепления (5), (6). 

В угловых точках B и E заданы четыре компонента тензора напряжений. В силу зако-

на парности касательных напряжений только три из них являются линейно независимыми. В 

расчетах должны отсутствовать условия (15) на четырех характеристиках, не принадлежа-

щих области . Число неизвестных производных можно сократить непосредственным 

дифференцированием граничных функций (2), (4) вдоль границы получаются производные 

0
)1(

1,12   и 0
)1(

2,12  . Уравнения относительно 
)1(

12  из системы (13) при 0
)1(

12   превра-

щается в тождество. Остальные неизвестные вычисляются при последовательном решении 

уравнений (13) и (15). 

4. Заключение 
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Методика расчета, описанная в данной статье, может быть использована для анализа 

напряженно-деформированного состояния и особенностей распространения волн в плоских 

неоднородных телах при действии продольных, поперечных и испульсных нагрузок.   

Рассматриваемый метод показал высокую точность и устойчивость, что, в свою оче-

редь, говорит о широком спектре прикладного значения данного метода и возможности его 

использования для решения различных волновых задач. 
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Казахстан находится в самом центре Евразийского континента, является мостом меж-

ду Европой и Азией, вблизи быстрорастущих рынков Китая, России и Индии. Выгодное гео-

графическое положение, макроэкономическая, социальная и политическая стабильность со-

здали в Казахстане один из самых привлекательных инвестиционных климатов в регионе. 

Если рассматривать динамику последних 10 лет, основной объем прямых иностран-

ных инвестиций был привлечен в период реализации Государственной программы индустри-

ально-инновационного развития на 2010-2014 годы. Одним из значимых результатов про-

граммы является то, что сегодня в каждом третьем секторе промышленности имеется произ-

водство с участием иностранных инвесторов. Это стало возможным благодаря значительно-

му улучшению инвестиционного климата в стране. 

Инвестиции в информационные системы управления тесно связаны с такими поняти-

ями как инновации и инвестиции. 

Инновационный процесс включает научно-исследовательские, опытно-

конструкторские, проектно-технологические и экспериментальные работы, а также работы 
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по производству (изготовлению) и эксплуатации новой продукции, новых технологических 

процессов и новых способов организации производства, труда и управления [2]. 

Этапы и методы проектного анализа инвестиций 

Проектный анализ инвестиций включает в себя два основных этапа. 

 Этап 1. Анализ эффективности инвестиционного проекта.  

Этап 2. Анализ рисков — неотъемлемая часть любого инвестиционного анализа.  

Под инвестиционным риском понимают, когда наступают неблагоприятного события, 

в результате которого реализация проекта может оказаться под угрозой. Существует две 

группы рисков:  

Риски, связанные с внешними факторами, которых также называют системными или систе-

матическими. 

Риски, связанные с внутренними факторами, которые отражают качество системы управле-

ния компанией и ее общее состояние. В отличие от системных рисков, внутренние поддают-

ся снижению путем диверсификации. При анализе рисков могут применяться следующие ме-

тоды:  

1) Метод экспертных оценок, предполагающий оценку риска специалистом, исходя из 

опыта, знаний.  

2) Статистический метод — измерение рисков с помощью определенных показателей, 

которые рассчитываются на основе прогнозных значений доходности объекта.  

 

Методы анализа инвестиционных проектов  

Специалисты-оценщики для решения задач в процессе инвестиционного анализа используют 

разные методы, которые позволяют получать количественную оценку инвестиционной дея-

тельности с точки зрения отдельных аспектов как в статистике, так и в динамике: 

1) Горизонтальный, или трендовый, метод. В процессе использования этого метода прово-

дится расчет темпов роста инвестиционных показателей за определенный отрезок времени 

(месяца, квартала или года). Метод применяется для исследования показателей отчетного 

периода и сравнения с предшествующим периодом, для проведения аналитических изыска-

ний по определению динамики роста в разное время.  

2)Вертикальный, или структурный, метод. В процессе этого анализа рассчитывается удель-

ный вес отдельных показателей инвестиционной деятельности компании. Обычно верти-

кальный метод используется для анализа инвестиций, инвестиционных ресурсов и денежных 

потоков по инвестиционной деятельности.  

3)Сравнительный метод представляет собой рассмотрение и сопоставление одинаковых по-

казателей в разных группах. Метод лежит в основе мониторинга текущей инвестиционной 

деятельности компании. В процессе анализа выявляется степень отклонения отчетных пока-

зателей от нормативных, выясняются причины этих отклонений и формируются рекоменда-

ции по корректировке. 

4)Коэффициентный метод (анализ) базируется на расчете соотношения различных абсолют-

ных показателей инвестиционной деятельности компании между собой. В процессе проведе-

ния анализа определяются относительные показатели инвестиционной деятельности и ее 

влияние на уровень финансового состояния компании.  

5) Интегральный метод. Обычно используется при покупке ценных бумаг для формирования 

объема чистых вложений в объект инвестирования. С помощью этого метода можно за счет 

подбора «эффективного портфеля» снизить уровень риска и улучшить соотношение рас-

сматриваемых показателей в пользу прибыльности. [3]. 

На рисунке 1 построена онтологическая модель классификаций инвестиционных проектов 
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Рисунок 1- Онтологическая модель классификация инвестиционных проектов 

 

Также составляется база знаний по инвестиционным проектам. 

 

 
Рисунок 2 - Окно пpиложeния «Инвестиционнный проект» 

 

 

 
Рисунок 3 - Отвeт систeмы нa зaпpос пользовaтeля «Инвестиционный проект» 

 

При сравнении инвестиции и инновации необходимо определить общие положения, 

так как между ними существует тесная взаимосвязь, а также провести разграничения, кото-

рые, несомненно, существуют.  
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Инновационный процесс невозможен без инвестиций, а осуществление инвестиций 

без инноваций не имеет экономического смысла. Учитывая тесную взаимосвязь инвестиций 

и инноваций, часто для их оценки используют одни и те же показатели, что не является пра-

вильным. 

Для инвестиционного проекта основным критерием выступает его финансовая эффек-

тивность с точки зрения привлекательности для инвестора. Для инновационного проекта 

важны не только финансовые результаты, но и его новизна, удовлетворяющая запросы по-

требителей и производителей.  

Оценка эффективности 

Таким образом, для анализа эффективности информационных систем управления 

необходимо использовать как показатели эффективности инвестиций, так и показатели эф-

фективности инноваций. 

Для оценки эффективности инноваций применяют более обширную систему показа-

телей, чем для оценки эффективности инвестиций. Их можно объединить в три группы [2]: 

1. показатели, характеризующие производственный эффект инноваций (прирост объ-

ема производства продукции, экономия материальных ресурсов, прирост добавленной стои-

мости, экономия от снижения себестоимости продукции, сокращение затрат труда на произ-

водство продукции, рост производительности труда, снижение материалоемкости); 

2. показатели, характеризующие финансовую эффективность нововведений (прирост 

чистого дохода, прирост прибыли до выплаты процентов и налогов, прирост чистой прибыли 

после выплаты процентов, прирост рентабельности совокупного капитала, прирост рента-

бельности собственного капитала); 

3. показатели инвестиционной эффективности инноваций (чистый приведенный эф-

фект, индекс рентабельности, дисконтированный срок окупаемости). Используется такая же 

система показателей, что и для оценки эффективности реальных инвестиций. 

Достижение конечного результата инновационного процесса связано с более высоки-

ми рисками по сравнению с осуществлением инвестиционного проекта, т.е. внедряя инфор-

мационную систему управления организации следует учитывать высокую степень риска 

осуществляемого мероприятия. Методы оценки эффективности инноваций должны включать 

показатели, отражающие интегральный (общий) эффект от создания, производства 

и эксплуатации нововведений. Такой подход позволяет не только дать обобщающую (ком-

плексную) оценку эффективности нововведения, но и определить вклад каждого из участни-

ков инвестиционной деятельности в эту эффективность. 

Заключение 

Учитывая сформулированные определения и установленные связи между инвестици-

ями и инновациями можно сделать вывод, что для оценки эффективности инвестиций в ин-

формационные системы управления необходимо использовать системный подход, который 

предполагает использование системы показателей для оценки инвестиций и системы показа-

телей для оценки инноваций[2].  
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Рассмотрим - диагональную симметрическую циркулянтную матрицу порядка   

N≥2n+1, (n≥1), 

AN = circ(bn, bn+1,..., b2n,0,...,., b0,,..., bn-1),                                 (1) 

где 

bi = ( ) ( ) ,  



 1 12 2
0

2 1s
n
s

s

i
nC i s i = 0,1,...,2n.                (2) 

Такие матрицы возникают при построении интерполяционных сплайнов дефекта 1 на 

равномерной сетке [1].  Для кубических сплайнов используются трехдиагональные цирку-

лянтные матрицы при n=1, некоторые свойства таких  матриц приводятся в работе [2].  В 

данной работе ставится задача нахождения элементов обратной матрицы для (2n+1)- сим-

метрической циркулянтной матрицы, заданной формулами (1), (2) для  n>1. 

Пусть 

                                                     AN
1

 = circ(a1
N

,a 2
N

,..., aN
N

)    (3) 

матрица, обратная циркулянтной матрице AN. Необходимо получить явные выражения для  

элементов A N
1

. Из уравнения AN
1
AN = Е, где Е - единичная матрица порядка N, имеем си-

стему: 
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Сопоставим матрице AN характеристический полином Pn(x) = b xi
i

i

n

,



0

2

 

который   известен   в  литературе   как   полином  Эйлера.  Корни   wl,  l=1,2,...,2n, этих по-

линомов вещественны, отрицательны и различны  [3,4]. Пусть      wl< 1, l= 1,2,...,n  и    -1 

<wn< ...<w1< 0,  тогда   wl•w2n+1-l = 1. С возрастанием  n все эти корни сдвигаются влево по 

направлению к (-1),  

n
lim wn= -1, однако всегда wn -1, т.е. Pn(-1)  0 [3]. Будем искать  a i

N
 в 

виде   a i
N

 = 



n

l

i

ll wc
2

1

1
,  где c N

l  - коэффициенты, которые необходимо определить. 

 Подставив это выражение в (4) и учитывая, что Pn(wl) = 0, получаем систему из 2n 

уравнений с 2n неизвестными c N

l : 
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Далее, учитывая, что bi-1=b2n+1-i, i = 1,2,...,n, преобразуем выражения в левой части первых (n-

1) уравнений системы к виду: 
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Аналогично 
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которая, как не трудно видеть, эквивалентна системе 
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 Определитель полученной системы представляет собой определитель Вандермонда, а 

ее решение записывается в виде 
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Учитывая равенство wl•w2n+1-l = 1, нетрудно показать, что  
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В дальнейшем будет удобно ввести величины  a i
N

 при i = -n+2,-

n+3,...,0,N+1,N+2,...,N+n+1, определяемые также формулой (6). Тогда из (5) и (7) получаем 

следующие свойства: 

a i
N

= aN i
N
 2 ,  i = -n+2,  -n+3,...,0,...,N+n, 

a i
N

= a i N
N
 ,   i=  -n+2,  -n+3,...,0,...,n,                                              

a n
N
1 - a n N

N
 1 = 1. 

Полученные явные выражения a i
N

, i=1,2,…,N элементов обратной матрицы симмет-

рической циркулянтной матрицы (2n+1) порядка можно использовать для получения точных 

поточечных оценок погрешности приближения сплайнами нечетной степени на равномерной 

сетке. 
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Кантарбаев Б.А. 

Магистрант 2-ого курса ЕНУ  им. Л.Н.Гумилева, Астана, Казахстан 

bk.batyrbek@gmail.com 

 

Аннотация 

 Моделирование и симуляции – методики, которые позволяют искусственно воспроиз-

вести реальные ситуации для обеспечения максимального уровня безопасности и эффек-

тивности в процессах обучения. Посредством использования симуляторов возможно облег-
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чить задачу прикладного обучения специалистов во многих областях, решить нерешенные 

проблемы, практические дилеммы и сымитировать любого рода ситуации. Хорошо про-

спонсированные проекты симуляционного моделирования имеют возможность обучить че-

ловека всему и довести его уровень владения теми или иными навыками до совершенства в 

любой узко- или широко направленной деятельности. 

 Данная статья содержит актуальность исследования и развития симуляторов простого 

вида на основе программы NetLogo. 

 

Введение 

 Логистика, как один из самых важных аспектов любой страны, зависит от воздушных 

и наземных транспортных путей. Таким образом безопасность и возможность непрерывного 

использования этих путей является чрезвычайно важным. 

 Согласно Федеральному управлению железных дорог США в 2014 году произошли 

11,896 железнодорожных аварий. Причинами этих аварий послужили сотни различных фак-

тор, но самыми главными из них оказались механические поломки, наличие человеческой 

ошибки (ошибки машиниста), отвлеченные пешеходы, неисправность путей, и другие. 

 Так как даже самые развитые страны далеки от полной автоматизации механизмов и 

технологий, наличие человеческой ошибки еще надолго останется проблемой не только в 

транспортной сфере, но и во многих других видах человеческой деятельности. Тем не ме-

нее, вероятность возникновения данной ошибки возможно сократить в разы, используя раз-

личные методы. Наиболее действенным из всех методов являются моделирование и симу-

ляция. Программное приложение NetLogo может быть использовано в качестве построения 

базовых версий симуляторов тепловозов и электровозов. 

 Программный приложение NetLogo, основанное на базе знаний, офлайн и онлайн вы-

числениях, ориентировано на обучение широкой аудиенции, в том числе и детей, основам 

программирования и логики. NetLogo был разработан Юрием Валинским, профессором и 

директором центра компьютерного моделирования в ―NorthwesternUniversity‖. 

 В виду своей интерактивной природы и графическому интерфейсу NetLogo стал также 

популярен в среде симуляционного моделирования в различных сферах (экономика, биоло-

гия, психология, физика, химия, системная динамика и т.д.). Широкому использованию 

данного программного языка во многих образовательных учреждениях, от учащихся сред-

них учебных заведений до аспирантов, является свободный доступ и интерактивность. 

 Таким образом, NetLogo является идеальным инструментом для создания базовых си-

муляторов управления механическим транспортом типа тепловозов и локомотивов. Отдель-

ным преимуществом использования данной программы является возможность взаимодей-

ствия общих закономерностей из традиционно отдельных областей в рамках симуляции: 

молекулярное взаимодействие частиц по законам физики; взаимодействия организмов в 

экосистемах, поведение рынков и экономики согласно современным правила ввода и выво-

да, взаимодействие частей механизмов согласно основам инженерии и многое другое.  

 

Пользовательский интерфейс управления локомотивом 

 

 Первоначальная модель интерфейса, созданного в NetLogo будет основана на базовом 

представлении пульта управления машиниста локомотива и инструментов создания графи-

ческой визуализации (рис. 1). 
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Рис.1 – базовый интерфейс программы управления локомотива и создания 2D визуализации 

в среде NetLogo 

 

В данном симуляторе пользователь будет иметь выбор из следующих настроек: 

 Выбор карты – пользователь сможет выбрать карту из тех, которые уже запрограммиро-

ваны и имеются в папке с кодом (1). 

 Визуальная настройка карты – пользователь сможет начать визуальное представление 

(2). 

 Начать симуляцию – все аспекты симуляции начнут работу, внутренний часовой меха-

низм симулятор начнет отсчет с нуля. (3). 

 Отчистить визуальную настройку – остановка работы симулятора, отчистка экрана визу-

ального представления (4). 

 Проложение курса – локомотив оставит след на предыдущем месте пребывания, при 

этом будет выстроена линия (5). 

 Ползунок выборки количества предполагаемых остановок локомотива – программа в 

случайном порядке расставит места для остановки на протяжении пути локомотива (6). 

 Ползунок выборки количества предполагаемых сигналов светофора – программа в слу-

чайном порядке расставит места где будет стоять сигнал светофора на протяжении пути ло-

комотива (7). 

 Ползунок выборки количества предполагаемых ограничительных сигналов скорости ло-

комотива – программа в случайном порядке расставит места для сигналов на протяжении пу-

ти локомотива (8-9). 

 Панель запуска двигателя локомотива (10). 

 Ползунок выбора скорости локомотива (11). 

 Элемент экспертной системы (12) – данное окно будет выдавать сообщения-

предупреждения и сообщения, нацеленные на обучение пользователя по заранее заданной 

программе. 

 Окно графического представления (13) – программа автоматически переводит загружен-

ные карты в изображения элементарного вида для облегчения внутренних вычислении и 

адаптации к запросам пользователя. 

 

 Дополнения, в зависимости от сложности модели, могут включать в себя элементы 

слежения за внутренними показателями (температура воды, напряжение и т.д.) и другим 

главным функциям локомотива. 

Заключение 
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Наше общество быстрыми темпами развивает сферы деятельности с применением 

информационных технологий. В наше время практически невозможно найти какую-либо от-

расль экономики или производства, где бы не применялась компьютерная техника. Следова-

тельно, информационные технологии стремительными темпами вошла в жизнь современного 

общества и продолжает развиваться в геометрической прогрессии. 

Данная проблема имеет место и в области обучения современных специалистов. 

Несомненно, разработка, апробация и внедрение полнофункционального тренажера-

симулятора позволит контролировать уровень подготовки машинистов, управляющих локо-

мотивами класса, обучать их и вести мониторинг их профессионального мастерства, и в ко-

нечном счете – намного повысить уровень безопасности на железных дорогах Казахстана. 

Тем не менее, в условиях современной экономики наша цель найти не только наиболее эф-

фективные меры для обучения, но и наиболее бюджетные. NetLogo может помочь нам сде-

лать начальные шаги в дальнейшем развитии бюджетных компьютерных технологий и мето-

дов моделирования окружающей среды 

 

Перспективы исследования 

 

Данное исследование не является первой и единственной работой в данной сфере, но 

будет иметь большие перспективы для развития. Сама идея создания мультифункциональной 

модели для симуляторов на базе различных систем тепловозов увлекательна и сложна, имеет 

научный интерес для специалистов железных дорог. 

 Создание такого рода симулятора позволит легче продвигать идею создания малоза-

тратных симуляционных тренажеров и технологий моделирования внешней среды во многих 

родственных отраслях науки, информатики и инженерии.  
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ПРОЦЕССЕ РЕШЕНИЯ ЛОГИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 
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Одной из важных задач обучения учащихся начальных классов и среднего звена явля-

ется воспитание логической грамотности их для дальнейшего обучения в школе, самообра-

зования и для успешной общественно полезной практической деятельности в повседневной 

жизни. Логическая грамотность учащихся, вообще говоря, формируется в процессе обучения 

всех школьных предметов, но именно в математике логические формы и отношения прояв-

ляются в наиболее чистом виде. Логика - это основной инструмент математики, с помощью 

которого упорядочиваются, приводятся в систему имеющиеся математические знания и по-

лучаются новые. Непосредственное решение логических задач является инструментом раз-

вития логического мышления учащихся., -  
Логическими задачами называются специально составленные задания, рассчитанные 

на учащихся с разным логическим мышлением, итог которого будет зависеть от правильно 

выбранного протекания мыслительного процесса.  

https://ccl.northwestern.edu/papers/MEE/
https://ccl.northwestern.edu/papers/2013/netlogo-agent2004c.pdf
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Рассмотрим проблемы активизации познавательной деятельности учащихся 5-6 клас-

сов в процессе решения логических задач. Если в начальных классах логические задачи ре-

шаются в основном в игровой форме, то в 5-6 классах уже рассматриваются различные типы 

и методы решения таких задач.  

Важность возрастных особенностей учащихся 5-6 классов заключается в том, что они 

находятся в переходном возрасте, что отражается на всех формах их развития: анатомо-

физиологической, интеллектуальной и нравственной. В этом возрасте происходит усиленный 

рост самосознания, что при правильной организации их воспитания и обучения позволяет 

существенно поднять интерес к обучению в целом и математике в частности. 

Поскольку количество часов математики в современной школе ограничено (3-5 ча-

сов), то для решений логических задач, как правило, используются дополнительные внеклас-

сные занятия: математические кружки, факультативы, занятия по подготовке к олимпиадам и 

пр. , -  
Согласно возрастным особенностям учащиеся 5-6 классов могут решать следующие 

типы задач: 

1. Истинностные задачи - это задачи, в которых требуется установить истинность 

и ложность высказываний; 

2. Задачи, решаемые с конца - задачи в виде головоломок на задуманное число; 

3. Задачи на переливание – это задачи, в которых с помощью сосудов нужно от-

мерить определенное количество литров жидкости; 

4. Задачи типа «Кто есть кто?» - задачи, решаемые по цепочке отношения  друг с 

другом, следуя этой цепочке отношений, приходим к правильному ответу; 

5. Задачи на пересечение и объединение множеств - это тип задач, в которых тре-

буется найти некоторое пересечение множеств или их объединение, соблюдая условия зада-

чи; 

6. Математические ребусы – это математическая головоломка, в которой все 

цифры заменены буквами, знаками препинания, звездочками и т.д. 

Для решения данных типов логических задач можно применить следующие методы.  

 Метод рассуждений - это самый примитивный способ. Этим способом реша-

ются самые простые логические задачи. 

Например, задача 1. 

Алтынай, Айша и Жансая – подруги. Они изучают иностранные языки: английский, 

немецкий и китайский. На вопрос, какой язык изучает каждая из них?- одна ответила: «Ал-

тынай изучает английский, Айша не изучает английский, а Жансая не изучает китайский». 

Выяснилось, что в этом ответе верное утверждение только одно, а два других ложны. Какой 

язык изучает каждая из них? 

Решение.  

Имеется три утверждения:  

- Алтынай изучает английский; 

- Айша не изучает английский; 

- Жансая не изучает китайский.  

Если верно первое утверждение, то верно и второе, так как девочки изучают разные 

языки. Это противоречит условию задачи, поэтому первое утверждение ложно. 

 Если верно второе утверждение, то первое и третье должны быть ложны. При 

этом получается, что никто не изучает китайский. Это противоречит условию, поэтому вто-

рое утверждение тоже ложно. 

Остается считать верным третье утверждение, а первое и второе — ложными. Следо-

вательно, Алтынай не изучает английский, английский изучает Айша. 

Ответ: Айша изучает английский, Жансая - немецкий, а Алтынай – китайский. 

 Метод  таблиц – это метод позволяющий наглядно представить условие задачи 

ее ответ. , -  
Например, задача 2. 
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Трем братьям Болату, Арману и Санжару купили игрушки: машинки и мячи красного, 

зеленого и синего цветов. У Болата цвета машинки и мяча совпадают. У Армана ни машинка, 

ни мяч не красного цвета. У Санжара машинка зеленого цвета, а мяч - другого цвета. Какого 

цвета машинки и мячи у каждого брата? 

Решение: 

Составим таблицу, в столбцах которой отметим возможные цвета машинок и мячей 

братьев (буквами К, З и С обозначены красный, зеленый и синий цвета). Будем ставить знак 

«+» при совпадении верных ответов и знак «-» при несовпадении. 

Заполним таблицу, используя условия задачи. 

Таблица 1. Решение задачи 2 

 

 Машинка Машинка Машинка Мяч Мяч Мяч 

Болат + - - + - - 

Арман - - + - + - 

Санжар - + - - - + 

 К З С К З С 

 

Из полученной таблицы можно увидеть, что: у Болата машинка красная, мяч красный; 

у Армана машинка синяя, а мяч зеленый; у Санжара машинка зеленая, а мяч синий. 

 Метод графов – это метод изображений при помощи линий, точек и других 

символов. , -  
Например, задача 3. 

Одна дружная семья, где были мать, отец и сын, любили все делать вместе. Но филь-

мы любили разные: «Гарри Поттер», «Один Дома», «Нарния». Нужно определить, какой 

фильм любит каждый из них, если мать, отец и любитель фильма «Один дома» пьют яблоч-

ный сок по утрам, а отец и любитель фильма «Нарния» вместе готовят ужин? 

Рассмотрим множество людей: мать, отец, сын и множество фильмов «Гарри Поттер», 

«Один Дома», «Нарния». Обозначим элементы этих двух множеств точками. 

Если точке из одного множества соответствует точка другого множества, будем со-

единять эти точки толстой стрелкой, если не соответствует – обычной линией. 

Заметим, что по условию задачи у человека только один любимый фильм. Из условия 

«мать, отец и любитель фильма «Один дома» пьют яблочный сок по утрам» следует, что сын 

является любителем фильма «Один дома», из условия «отец и любитель фильма «Нарния» 

вместе готовят ужин» означает, что любителем фильма «Нарния» является мать. 

Граф будет выглядеть следующим образом: 

      
Граф решения задачи 3 

 

       Отец                                              мать                                            сын 

 

  

 

 

 

 

 

«Гарри Поттер»                                  «Один дома»                                  «Нарния» 

 

 Метод кругов Эйлера- Венна– это геометрическая схема, которая помогает 

находить и/или делать более наглядными логические связи между явлениями и понятиями. А 

также помогает изобразить отношения между каким-либо множеством и его частью., -  
Например, задача 4. 
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Шестиклассники заполняли анкету с вопросами об их любимых мультфильмах. Ока-

залось, что большинству из них нравятся «Ақсақ құлан», «Аңшы» и «Алдар кӛсе». В классе 

38 учеников. «Ақсақ құлан» нравится 21 ученику. Причем трем среди них нравятся еще и 

«Аңшы», шестерым - «Алдар кӛсе», а один ребенок одинаково любит все три мультфильма. 

У «Аңшы» 13 фанатов, пятеро из которых назвали в анкете два мультфильма. Надо опреде-

лить, скольким же шестиклассникам нравится «Алдар кӛсе». 

Решение: 

Так как по условиям задачи у нас даны три множества, чертим три круга. А так как по 

ответам ребят выходит, что множества пересекаются друг с другом, чертеж будет выглядеть 

так. 

Мы помним, что по условиям задачи среди любителей мультфильма «Аңшы» пятеро 

ребят выбрали два мультфильма сразу. 

             учеников смотрят только «Ақсақ құлан» 

            учеников смотрят только «Аңшы» 

рис. 2 

Решение задачи 4 

 

«Ақсақ құлан»                                                           «Алдар кӛсе» 

 

                                  11    6 

 

                                           1 

                                   3              2 

 

 

                                           7 

                  «Аңшы»                                                                              

 

По полученному пересечению кругов видно, что 8 учеников являются фанатами 

фильма «Алдар кӛсе». 

Проиллюстрируем на примере открытого факультативного урока реализацию методи-

ческой задачи развития логического мышления учащихся 5-6 классов. Тип урока: закрепле-

ние пройденного материала. 

В качестве интеллектуальной разминки в начале занятия предлагаются короткие ло-

гические задачи для тренировки ума, памяти и внимания.  

Например, для тренировки ума: 

 - Вы опередили бегуна, который находился на третьей позиции. Какое место теперь 

Вы занимаете? (3 место). 

- Один оборот вокруг Земли спутник делает за 100 минут, а другой - за час и 40 минут. 

Как это может быть? (100 минут = 1ч 40 минут).  

- Пилот выпрыгнул без парашюта из самолета и остался невредимым. Как ему полу-

чилось остаться живым и невредимым? (Самолет не был в полете, он стоял на взлетной по-

лосе). 

Для тренировки памяти учащимся на мультимедийной доске предлагается карточка с 

изображениями животных, которые они рассматривают и запоминают в течение 1 минуты. 

Затем им задаются вопросы: 

- Какой порядок животных был изображен на рисунке в первом ряду?; 

- Какое животное изображено между коровой и крокодилом?; 

- Сколько животных начинающиеся на букву «к»?; 

- Сколько домашних животных изображено на картинке?; 

- Сколько птиц изображено на картинке?; 

- Запиши названия всех животных в алфавитном порядке. 
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Для тренировки внимания используем таблицу Шульте – очень эффективное упраж-

нение для развития внимания и концентрации. В этом задании нужно в предложенной таб-

лице на скорость находить числа в порядке возрастания.  

 

3 23 8 15 17 

19 14 25 22 2 

5 21 10 12 9 

24 13 1 18 16 

11 6 7 20 4 

 

Приведенные тренировочные задания позволяют настроить учеников на решения бо-

лее сложных и объемных логических задач, которые будут предложены на следующем шаге 

урока. Разделим класс на три равносильные группы и предложим  каждой группе по одной 

логической задаче. Предложенные задачи могут быть следующего содержания:  

Задача1 

Малика, Лаззат, Жанар и Кымбат умеют играть на разных музыкальных инструмен-

тах( пианино, виолончели, гитаре, скрипке), но каждая только на одном музыкальном ин-

струменте. Девушки также знают иностранные языки (английский, французский, немецкий и 

испанский), но каждая только один язык. Известно: 

1. Девушка, которая знает испанский, играет на гитаре. 

2. Лаззат не играет ни на виолончели, ни на скрипке и не знает английского языка. 

3. Малика не играет ни на виолончели, ни на скрипке и не знает ни английского, ни 

немецкого. 

4. Девушка, которая говорит на немецком языке, не играет на виолончели.     

5. Жанар знает французский язык, но не играет на скрипке. 

Кто на каком музыкальном инструменте играет, и какой иностранный язык знает? 

Задача 2 

3 брата: Олжас, Арман и Султан построили 3 дома. Один построил соломенный, дру-

гой деревянный, а третий кирпичный. Все три брата выращивали любимые цветы возле сво-

их домов: розы, ромашки и тюльпаны. Известно, что Олжас живет не в соломенном доме; а 

Арман – не в деревянном; возле соломенного дома растут не розы, а тот, у кого деревянный 

дом, выращивает ромашки. У Армана аллергия на тюльпаны. Узнайте, кто в каком доме жи-

вет и какие цветы возле дома выращивает. 

Задача 3 

Шестиклассники заполняли анкету с вопросами об их любимых мультфильмах. Ока-

залось, что большинству из них нравятся «Ақсақ құлан», «Аңшы» и «Алдар кӛсе». В классе 

38 учеников. нравится 21 ученику. Причем трем среди них нравятся еще и «Аңшы», шесте-

рым - «Алдар кӛсе», а один ребенок одинаково любит все три мультфильма. У «Аңшы» 13 

фанатов, пятеро из которых назвали в анкете два мультфильма. Надо определить, скольким 

же шестиклассникам нравится «Алдар кӛсе». 

Перед учениками ставятся следующие задачи: 

- определить тип логической задачи;  

- выбрать метод решения; 

- правильно применить метод; 

- сделать вывод по итогам решения задачи; 

- презентовать решение задачи. 
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Для закрепления пройденной темы ученика выдаются задания разной сложности,  ко-

торые будут оценены впоследствии соответственно уровню сложности. 

Таким образом построенное занятие решает следующие методические задачи: 

- развивать логическое мышление; 

- обучать решению логических задач; 

- развивать память, внимание, смекалку, быстроту решений; 

- воспитывать культуру общения, прививать интерес к математике 

Большую помощь в решении обсуждаемой методической проблемы могут оказать 

информационно-коммуникационные методы и технологии (ИКТ) в обучении, которые дают 

возможность оживить урок, то есть вызвать интерес к предмету.  

Так, например, для иллюстрации решения задач методом таблиц, графов, кругов Эй-

лера-Венна активно используются ИКТ (интерактивная доска, стационарный компьютер, ин-

тернет и тд.), что позволит повысить качество обучения, развить внимание, позволит форми-

ровать культуру умственного труда, творческую активность, дисциплинированность школь-

ников, и позволит экономить время на занятии. 
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Введение 

Теоретическое и экспериментальное изучение особенностей поведения отдельных ка-

пель одной вязкой жидкости в другой под действием различных физических полей (тепло-

вых, акустических, электромагнитных) имеет важное значение при решении технологиче-

ских задач в разных отраслях промышленности. Например, изучая процесс взаимодействия 

водяной капли, покрытой асфальтеновой («бронирующей») оболочкой, в нефти с электро-

магнитным полем сверхвысокой частоты можно определить такие закономерности, которые 

позволять разработать более эффективные, чем применяющиеся в настоящее время, техноло-

гии разделения водонефтяной эмульсии (а также других двухфазных сред) в аппаратах 

нефтехимических производств [1]. В общем случае форма капли является несферической и 

формируется в результате сложного взаимодействия целой совокупности факторов, таких 

как вязкости жидкостей, силы межфазного натяжения, сила тяжести, акустические и элек-

тромагнитные поля и др. Поэтому для адекватного описания нелинейной динамики одиноч-

ной капли необходимо использование современных методов численного моделирования, 

позволяющих определять положение границы раздела между фазами. 

Наибольшее распространение в настоящее время получили три метода для отслежи-

вания границ раздела между фазами: метод отслеживания фронта (FrontTrackingMethod, FT) 

[2], LevelSetMethod (LS) [3] и VolumeofFluid (VOF) [4]. 
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Целями настоящей работы являются разработка и тестирование оригинального про-

граммного кода, основанного на алгоритме метода Volume Of Fluid, который в дальнейшем 

будет использоваться при численном моделировании динамики капли для отслеживания ее 

границы. 

 

Постановка задачи 

Рассмотрим прямоугольную область, в которой происходит течение двух различных 

несмешивающихся жидкостей (Рис. 1, а). Положение границ раздела между жидкостями бу-

дет определяться неявным уравнением 

 ( , , ) 0S x y t  .  (1) 

Изменение положения границы раздела со временем в процессе течения описывается 

уравнением переноса 

 0x y

S S S
u u

t x y

  
  

  
.  (2) 

где ( , )x yu u u  – скорость течения жидкостей. 

В методе VolumeofFluid уравнение (2) не используется в явном виде для определения 

динамики границы раздела, а перемещение границы осуществляется с помощью специально-

го алгоритма. Для этого вместо функции ( , , )S x y t  вводится специальная сеточная маркерная 

функция ijС , которая определяется как объемная доля одной из жидкостей в каждой ячейке 

вычислительной сетки (Рис. 1, б): 

 
 а)  б)  

 

Рис. 1. К постановке задачи: а) граница раздела между жидкостями; б) значения маркерной 

функции в ячейках сетки 

 

 0ijС  , если ячейка (i, j) полностью заполнена жидкостью «1»; 

 1ijС  , если ячейка (i, j) полностью заполнена жидкостью «2»; 

 0 1ijС  , если через ячейку (i, j) проходит граница раздела. 

Поскольку от точного определения положения границы раздела между жидкостями во 

многом зависят результаты численного моделирования многофазных течений, в настоящей 

работе приводятся результаты некоторых тестов для проверки работоспособности созданно-

го программного кода и оценки точности представления границы раздела фаз. 

 

Результаты численного моделирования 

В первой серии тестов первоначально круглая и квадратная области, занятые жидко-

стью «2», перемещались поступательно под действием постоянного поля скоростей. В одном 

случае скорость была направлена вдоль координатой оси Y ( (0,1)u  ), а в другом случае 

скорость была направлена по диагонали расчетной области ( (1,1)u  ). При численном моде-

лировании выполнялось 1000 шагов по времени. При этом жидкость перемещалась на рас-

стояние примерно в пять раз превышающее исходный размер области, занятой жидкостью 

«2». Размер ячейки был выбран таким образом, чтобы на характерной длине области жидко-
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сти «2» помещалось около 20 ячеек. На Рис. 2 и 3 представлены формы границы раздела, по-

лученные в результате численных расчетов по предложенному авторами алгоритму, а также 

для сравнения приведены результаты аналогичных тестов из работы [5]. 

 

а) 

   

б) 

   
 t = 0 t = tend Youngs‘ Method [5] 

 

Рис. 2. Поступательное движение квадратной (а) и круглой (б) областей вдоль оси Y 

а) 

   

б) 

   
 t = 0 t = tend Youngs‘ Method [5] 

 

Рис. 3. Поступательное движение квадратной (а) и круглой (б) областей по диагонали 

 

Во второй, более сложной, серии тестов круглая и квадратная области жидкости, за-

нятые жидкостью «2», помещались в круговое поле скорости и вращались как твердое тело. 

Центр вращения находился от геометрического центра жидкой области на расстоянии при-

мерно в два раза больше ее характерного размера. Выполнялось 600 шагов по времени, за 

который делался полный оборот и область возвращалась в исходное положение. Размер 

ячейки был выбран таким образом, чтобы на характерной длине области жидкости «2» по-

мещалось около 20 ячеек. На Рис. 4 показаны результаты расчетов и данные из работы [5]. 
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а) 

   

б) 

   
 t = 0 t = tend Youngs‘ Method [5] 

 

Рис. 4. Вращательное движение квадратной (а) и круглой (б) областей как твердого тела 

 

Если в первых двух сериях тестов топология области не изменялась, то в третьей се-

рии тестов, которые предложены в работе [6], использовалось соленоидальное поле скоро-

сти, в котором первоначально круговая форма капли вытягивается и закручивается в спираль 

вокруг центра вращения. Поле скорости в данном случае имеет вид: 

 
2 21

, , sin ( )sin ( )u x y
y x

 


  
    

  
 (3) 

Численное моделирование продолжалось до достижения времени tmax. В момент вре-

мени tmax/2 направление вращения изменяется на противоположное и капля возвращается в 

исходное положение. В случае применения идеального метода отслеживания границы 

начальная и конечная форма капли совпали бы. На Рис. 5 показаны полученные в результате 

численного моделирования положения границы раздела в последовательные моменты вре-

мени. На графике, соответствующем моменту времени tmax, тонкой пунктирной линией пока-

зана граница капли в начальный момент времени. Видно, что в силу погрешностей численно-

го метода начальная и конечная формы капли не совпадают, однако достаточно близки друг 

к другу. 

 

   
t = 0 t = 1/8∙tend t = 1/4∙tend 
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t = 3/8∙tend t = 1/2∙tend t = 5/8∙tend 

   
t = 3/4∙tend t = 7/8∙tend t = tend 

 

Рис. 5. Изменение формы жидкой капли в соленоидальном поле скорости 

 

Анализ результатов, представленных на Рис. 2-5, позволяет сделать вывод, что разра-

ботанный авторами программный код позволяет адекватно моделировать положение грани-

цы раздела между фазами и дает лучшие результаты по сравнению с другими методами от-

слеживания границ (например, Youngs‘ method).  

Для количественной оценки качества предложенного алгоритма можно оценить 

насколько хорошо выполняется закон сохранения массы. Это можно сделать с помощью сле-

дующей величины: 

 

max
, , ,0 0

error ij ij ij

i j i j i jt t t t

VOF C C C

  

      
       
       
   , (4) 

где суммирование происходит по всем ячейкам вычислительной сетки.  

Максимальное значение VOFerror наблюдается для теста с соленоидальным полем ско-

рости и составляет 1,7∙10
-3

. Для остальных тестов VOFerror принимает меньшие значения, т.е. 

масса жидкости сохраняется с достаточной степенью точности. 

 

Заключение 

Результаты численного моделирования показали, что во всех тестах первоначальная 

форма сохраняется с достаточной степенью точностью – в первой и второй сериях экспери-

ментов отклонение порядка 1%, а в третьей серии отклонение не превышает 5%. Таким обра-

зом показано, что созданный на основе метода Volume of Fluid программный код адекватно 

моделирует положение границы раздела фаз. 
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ҚИЫНДЫҒЫ ЖОҒАРЫ ЕСЕПТЕР 
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Ш.Уәлиханов атындағы Кӛкшетау мемлекеттік университеті, Кӛкшетау қ-сы 

E-mail: rashid1956@bk.ru 

 

Қиындығы жоғары есептер – адамның жеке ойлау қабілетін жаттықтыратын және 

сынау қажеттілігін қамтамасыз ететін ӛзіндік  «ой гимнастикасы». 

Математика сабағында қиындығы жоғары есептерді шығару барысында оқушының ойлау 

қабілеті дамып, пәнге деген қызығушылығы артады.   Қазіргі заман математика ғылымының 

ӛте кең, жан - жақты тараған кезеңі. Ал талапқа сай математикалық білім берудің басты 

шарты математикалық мәдениеттің деңгейін кӛтеру болып табылады. Математикадан 

күрделі  есептерді шешу оқушылардың ойын оятып, ойлау, есте сақтау қабілеттерін 

дамытуда, батыл қимылдар жасауға, шығармашылық ізденіске тәрбиелейді. Оқушылардың 

математикалық сауаттылығын арттыру – олардың алған білімінің тиянақты болуын 

қамтамасыз ету. Сондықтан, оқушылардың математикаға дайындығын жан - жақты 

жетілдіру – қазіргі аса маңызды міндеттердің бірі. Оқушылардың логикалық ой - ӛрісін 

арттыруда, оларды математикаға қызықтыруда олимпиадалық есептерді шығару сабағын 

ӛткізудің маңызы зор. 

        Математикалық есеп – оқушылардың ұғымдарды, теорияны және математика әдістерін 

меңгерудің тиімді де, айырбасталмайтын құралы. Оқушылардың ойлау қабілеттерін 

дамытуда, оларды тәрбиелеуде, біліктіліктері мен дағдыларының қалыптасуына 

математиканың практикамен байланысын кӛрсетуде есептің маңызы зор. Есеп шығару - ой 

жұмысы. Ой жұмысы арқылы оқушылар дербес ойлауға, қорытынды шығарып, 

математикалық ақиқатты кӛре білуге, дәлдікке үйренеді. 

Енді кейбір тақырыптардан қиындығы жоғары есептерді келтіріп, шешімдерін 

кӛрсетейік: 

1. Мәтінді есептер [1] 

а) Үш трактор бригадасы бірігіп белгіленген жерді 4 күнде жыртады. Бірінші және 

екінші бригадалары осы жерді 6 күнде, ал бірінші мен үшінші бригадалар бірігіп осы жерді 8 

күнде жыртады. Екінші бригада үшінші бригадаға қарағанда жерді бір күнде неше есе артық 

жыртады? 

Шешуі: 

 Кӛптеген есептерде екі элемент туралы әңгіме жүргізілсе, осы есепте үш элемент бар ( 

үш трактор бригадасы). Біздің ойымызша, есептің күрделілігі осында. 

x,y,z – үш бригаданың әрқайсысының жырту жылдамдықтары болсын. Енді есепің 

шартын қанағаттандыруға тырысайық. S деп жердің ауданын белгілейік. Осы есепте назарға  

алынатын жағдай осындай: 

1. Үш бригада белгіленген жерді неше күнде жыртады? 

2. Бірінші және екінші бригадалар белгіленген жерді неше күнде жырады? 

3. Бірінші және үшінші бригадалар белгілі жерді неше күнде жыртады? 

mailto:rashid1956@bk.ru
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4. 1-3 жағдай үшін теңдеулерді қалай құрастырамыз? 

4( ) (1)

6( ) (2)

8( ) (3)

x y z S

x y S

x z S

  

 

 





 

Екінші теңдеуден бірінші теңдеуді, үшінші теңдеуден бірінші теңдеуді азайтқанда 

келесі теңдеулер жүйесі шығады. 

 0 : 2 (1)

0 : 4 (2)

2 2 4

4 4 4

x y z

x y z

  

  
 бірінші теңдеуден екінші теңдеуді азайтқанда, 

2 3 0 2 3y z y z     , 

2 3
1, , 1, 5

3 2

y y y

z z z

    

        Жауабы: 1,5 

ә) Сәйкесінше 10, 30 және 5 л тұз қышқылының ерітіндісі бар үш ыдыс берілген. 

Екінші ыдыста бірінші ыдысқа қарағанда қышқыл 10 %   артық, ал үшінші ыдыста 40 % 

қышқыл бар. Екінші ыдыстан ерітіндінің жартысын біріншіге, ал қалған жартысын үшінші 

ыдысқа құйды. Осыдан кейін бірінші мен үшінші ыдыстарда қышқылдың пайыздық мӛлшері 

бірдей болды. Бірінші ерітіндідегі қышқылдың  пайыздық мӛлшері қандай? 

Шешуі: 

 P% -бірінші ерітіндідегі қышқылдың пайыздық мӛлшері болса, (Р+10)% - екінші 

ерітіндідегі қышқылдың пайыздық мӛлшері.  

 Бірінші ыдысқа құйғаннан кейін,  осы ыдыста  25 л ерітінді,  
1

10 15

100 100

P P 
  

 
 
 

 

л қышқыл болады, ал үшінші ыдыста 
1

2 15

100

P 
 

 
 
 

 л қышқылы бар 20 л ерітінді болады. 

Есептің шартынан біз шыққан ерітінділердің концентрациялары бірдей екенін кӛріп, 

келесі теңдеуді шығарамыз: 

1 1
10 15 2 15

100 100 100

25 20

P P P 
    

  осы теңдеуден P=46%  

шығады. 

Жауабы: 46% 

б) Алтын мен күмістің балқымалары бар. Бірінші балқымада металдар 1:2 

қатыснасында болса, екіншісінде 2:3  қатынасында  болады. Алтын мен күміс 7:12  

қатынасында болатындай 19 г балқымада бірінші балқыманың  неше граммын  алуымыз 

керек ? [2] 

Шешуі: 

Алтын барлық балқымада қандай  қатынаста болады деген сұраққа, оқушылар 
1

2
 

қатынасын айтуы мүмкін, дұрыс  жауабы, металдардың барлық бӛлігі  3 1 2  , сондықтан 

алтын барлық  балқыманың  
1

3
 бӛлігін құраса, екінші балқыманың 

2

5
 бӛлігін құрайды. 

Мұнда теңдеу немесе теңдеулер жүйесін  құрастыру керек пе? 
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Мұнда теңдеулер жүйесін құрастырамыз, себебі екі балқыманың да массаларын 

білмейміз. 

гx  - бірінші балқыманың массасы, гy  - екінші балқыманың массасы. Енді бірінші 

теңдеуді құру жеңілге түседі: 19x y   

 Екінші теңдеуді құру үшін  келесі  тұжырым жасайық: 

Алтын бірінші балқыманың 
1

3
 бӛлігін құрайды, осыдан оның массасы 

1

3
x  , екінші 

балқымада  алтын 
2

5
  бӛлігін құрайды, массасы 

2

5
y   болады. Жаңа балқыманың алтын 

7

19
  

бӛлігін құраса, массасы 
7

19 7
19

   болады. Екінші теңдеу      
1 2

7
3 5

x y   

Теңдеулер жүйесі осындай болады:  

19 19

1 2 1 2
7, 19 7

3 5 3 5

x y y x

x y x x

    
 
 

     
 

 

1 38 2
7

3 5 5

1 3
7 7

15 5

1 3

15 5

3 1
:

5 15

9

x x

x

x

x

x

  

  

  

 
   

 



19

1 2
7,

3 5

x y

x y

 



 


 

    Жауабы: бірінші балқыманы 9 г деп алуымыз керек. 

2. Тригонометриялық теңдеулер [3]. 

Теңдеуді шешіңдер:  

8 sin
cos (2 ) 1

3

x
arctg




 
 
 

 

Шешуі: 

8 sin
cos (2 )

3

1
x

arctg





 
 
 

 

8 sin
(2 ) 2 ,

3

x
arctg n n Z


   

4 sin
(2 ) ,

3

x
arctg n n Z   
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3sin
(2 ) ,

4

3sin
2 ,

4

x
arctg n n Z

x
tg n n Z

 

 
 
 
 

 

3sin
log (2 ) log ,2 2

4

3
sin log ,2

4

x
tg n n Z

x tg n n Z

 

 

  
  
  

  
  
  

 

3
( 1) arcsin log ,2

4

k
x tg n k k Z   

  
  
  

 

    Жауабы:
3

( 1) arcsin log ,2
4

k
tg n k k Z  
  
  
  

 

 Оқушылардың тұлғалық қасиеттерін есте ұстау, әртүрлі типті тапсырмаларды 

қолданып, олардың әрбіреуіндегі танымдық әрекеттерді саралау болып табылады. 

 Оқыту үрдісі кезінде мұғалімнің оқушылардың танымдық қызығушылықтарын оятуы, 

жақсартуы және дамытуы оның ӛз пәнінің мазмұнын бай, терең, қызықты етіп және 

оқушылардың танымдық әрекеттерінің тәсілдерін  әртүрлі, шығармашылық және нәтижелі 

етіп жасай білуінде айқындалады. 
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Развитие нелинейной теории магнетизма, в свою очередь, поставило проблему 

построения интегрируемых обобщений уравнения Ландау-Лифшица с самосогласованным 
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потенциалом. Одно из таких обобщений с самосогласованным скалярным потенциалом было 

предложено в [1]. Некоторые алгебро-геометрические аспекты таких моделей изучены в 

работах [2-6]. Обобщенные уравнения Ландау-Лифшица с самосогласованным векторным 

потенциалом (ОУЛЛ-СВП) получены в работе [7], а также установлены их связь с 

движением кривых и поверхностей. В данной работе рассматривается ОУЛЛ-СВП. 

 

1. Обобщенное уравнение Ландау-Лифшица с самосогласованным векторным 

потенциалом 

ОУЛЛ-СВП имеет вид  

 0,=
2

0.5 WSSSS 
a

xxt
 (1a) 

 0,=2 WSW  ax  (1b) 

 

где   обозначает векторное произведение и  

 

 ),,,(=),,,(= 321321 WWWSSS WS  (2) 

 

где длина векторов 1== 2

3

2

2

2

1

2 SSS S , bWWW == 2

3

2

2

2

1

2 W , constba =, . 

В большинстве случаев удобно работать с матричной формой этого уравнения, которая 

имеет вид  

 0,=],[
1

],[
2

1
WS

a
SSiS xxt   (3a) 

 0,=],[ WSaiWx   (3b) 

где, jjj txSS ),(= 3

1=  матричный аналог спинового вектора, W  - матричный вид векторного 

потенциала: jjj txWW ),(= 3

1= , и  

 

 















 









10

01
=,

0

0
=,

01

10
= 321 

i

i
 (4) 

матрицы Паули. 

ОУЛЛ-СВП интегрируется методом обратной задачи рассеяния, и соответствующее 

линейная система дифференциальных уравнений имеет вид  

 

 ,=  Ux  (5a) 

 ,=  Vt  (5b) 

где матричные пара Лакса U  и V  задаются как  

 
.=

,=

12

2 W
a

i

a

i
VVV

SiU





















 (6) 

Здесь  .=,2= 12 xSSViSV 
 

 

Постановка задачи: Построить решение уравнения (3) методом Хироты. 

Отметим, что данное уравнение содержит две неизвестные функции ),( txS и ),( txW . 

При 0),( txW уравнение (3) переходит к известному уравнению Ландау-Лифшица, 

достаточно изученному уже около 80 лет. В данном исследовании сложность заключается в 

установлении связи между решениями функций ),( txS и ),( txW . 

 

2. Билинеаризация 
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По алгоритму построения решения солитонного уравнения методом Хироты сначала 

мы должны построить так называемую билинейную форму для уравнения (3). Результат 

сформулируем в виде следующей теоремы. 

Утверждение 1. Билинейная форма ОУЛЛ-СВП (3) имеет вид 

 
0,=

2
)]([ *2 qp

a
fgDiD xt   (7a)

 

 0,=
2

)( *2 qq
a

ffDx   (7b) 

 0,=2)( *qiagfpDx   (7c) 

 0,=2)( iaqffqDx   (7d) 

где f  вещественная функция, ,g ,p q  комплексные функции, операторы Хироты 

определяются как  

 .
=,

|),(),()()(=),(),(
''=

''

'' tt
txgtxftxgtxfDD

xx

n

tt

l

xx

n

t

l

x
  (8) 

Доказательство. Перепишем систему (3) в компонентах Sи W: 

 0,=)(
2

3333

  WSWS
a

SSSSiS xxxxt
 (9a) 

 0,=)(
2

3333

  WSWS
a

SSSSiS xxxxt
 (9b) 

 0,=)(
2

2 3

  WSWS
a

SSSSiS xxxxt
 (9c) 

 0,=)(2 33 WSWSaiWx

   (9d) 

 0,=)(2 33

  WSWSaiWx  (9e) 

 0=)(3

  WSWSaiW x . (9f) 

Самосогласованный потенциал W  берем в виде  

 ,2=,2=,|||=| *

212

*

1

2

2

2

13   WWW  (10) 

где 
1  и 

2  являются решениями линейной системы (5). Учитывая (10), перепишем 

уравнения (9) в виде  

   0,=2)|||(|
2

2

*

13

2

2

2

133  SS
a

SSSSiS xxxxt    (11a) 

 0,=)2)|||(|(
2 *

213

2

2

2

133  SS
a

SSSSiS xxxxt    (11b) 

 0,=)(
4

2 *

212

*

13    SS
a

SSSSiS xxxxt
 (11c) 

 0,=)( 2131   SSiax  (11d) 

 .0=)( 2312  SSiax    (11e) 

Используя обычный метод возмущений, рассмотрим стереографическое преобразование  

 

 .
||1

||1
=,

||1

2
=,

||1

2
=

2

2

32

*

2 






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







 SSS  (12) 

Отсюда имеем, что  

 .
1

=
3S

S





  (13) 

Таким образом уравнения (11) перепишем в виде 
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 0,=))((
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   0.=)||(12
||1

2

2

122 


 



ia

x  (14c) 

 

Теперь преобразуем (14) к специальному виду, удобному для использования Паде-

аппроксиманты [13]. Для этого используем замену: 

 f

g
= ,  (15) 

а функции 
1  и 

2  зададим в виде  

 iaxiax e
f

q
e

f

p
=,= 21   (16) 

и найдем уравнения, которым удовлетвряют f, g,
1  и 

2 . Подставляя (15) и (16), с учетом (8) 

дальнейшее преобразование уравнений (14) позволяет получить билинейную форму (7) для 

уравнений (11). Утверждение 1 доказано.  

 

3. Солитонное решение 

Используя билинейную форму (7), теперь мы можем построить солитонное решение 

для спиновой системы. Результат сформулируем в виде следующей теоремы. 

Утверждение 2. Односолитонное решение уравнения (11) для спиновой матрицы 

S имеет вид  
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а для потенциала W:  
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где 
111= mtlxk  , 

1k ,
1l  и 

1m  комплексные постоянные.  

Доказательство. Разложим в уравнении (7) функции g , f , p  и q  в формальные 

ряды по параметру  :  
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 (18) 

N-солитонное решение исследуемого решения ищем в виде  

 




N

j

jg
1

1 exp ,    
111= mtlxk  . (19) 

Возьмем случай N=1, при этом нетрудно убедиться, что 0jg для 3j и 0jf для 

4j  [1]. Аналогично имеем, что 0jq для 3j и 0jp для 4j . Тогда для 

односолитонного случая 

 1= gg  , 2

21= pp  , 
1= qq  , 2

21= ff  . (20) 

 

Подставляя выражения (20) в билинейную форму (7) имеем  
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Выбрав 
1g  как 

ieg =1 , с 
111= mtlxk  , из системы уравнений (21) имеем для 2f , 

1q , 
2p  

следующие выражения:  
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Уравнение (12) с учетом (15) в компонентах матрицы S  имеет вид  
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Подставляя (20) в (25) и учитывая (22)-(24), получим решения уравнений (11) в виде (17). 

Утверждение 2 доказано. 
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zhaniya.omarova@bk.ru, shalabaeva.b.s@mail.ru 

 

1. Введение. Изучение динамики отдельных капель вязкой жидкости в другой под 

действием различных физических полей  представляет интерес для понимания  многих 

технических задач в прошышленности.  Исследование динамики дисперсных систем в раз-

личных областях является актуальнойпроблемой современной науки и техники. Пример та-

кие системы представляют эмульсии, которые встречаются во многих отраслях промышлен-

ности: нефтегазовой, строительной, автомобильной, пищевой, биотехнологии, медицине, а 

также в микро и нанотехнологиях. В нефтяной области эмульсии возникают практически на 

каждом этапе добычи, переработки и транспортировки нефтяного сырья [1].  
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Изучение взаимодействия большого количества деформируемых капель особенно 

важно для прогнозирования реологических свойств систем ―жидкость-жидкость‖ и выявле-

ния различных эффектов при их движении, например, в микроканалах, моделирующих пори-

стый пласт. Кроме того, можно отметить, что многие пищевые продукты также представля-

ют собой дисперсные системы. Переработка высококонцентрированных пищевых эмульсий 

сопровождается различными физико-химическими и механическими процессами, изучение 

которых позволяет лучше контролировать свойства системы и эффективно управлять техно-

логическим циклом производства. В медицине и биофизике задача о течении капель в мик-

роканалах произвольной формы является моделью процессов, происходящих при движении 

клеток крови по разветвленным сетям капилляров. Моделирование стоксовых течений в раз-

личных областях имеет значение также для микрогидродинамики при создании лабораторий 

на чипе. 

В то же время, существует весьма ограниченное количество решений подобных задач. 

Проведение лабораторных исследований по изучению динамики капель эмульсий в микро-

каналах в широком диапазоне значений различных параметров, влияющих на физические 

свойства всей системы в целом, дорогостояще и трудновыполнимо. Компьютерное модели-

рование позволяет планировать, частично заменять и существенно дополнять эксперименты 

[2]. 

Изучение заряженных жидких капель начато лордом Рэлеем, который в 1882 году по-

казал, что если электрический заряд Q больше критического значения Qcr, то сферические 

капли становятся неустойчивыми [3]. Было обнаружено, что критический заряд 

Qcr=64γπ2ϵ0R3, где ϵ0 - поверхностное натяжение, R - радиус капли, γ - диэлектрическая 

постоянная среды, в которой капля подвешена, после того, как капля становится неустойчи-

вой, она разделяется на несколько меньших капелек. Более того, в недавних экспериментах 

[4] было замечено, что до деления капля превращается в вытянутый сфероид и развивает ко-

нический тип, из которого появляются тонкие 2 струи за конечное время. Анализ стабильно-

сти заряженных капель жидкости можно найти в [5], где доказано существование статиче-

ских сплюснутых форм. Существует много работ, в которых используются численные мето-

ды для изучения движения осесимметричных капель.  Наиболее популярным численным ме-

тодом является метод граничных элементов (BEM). BEM используется в [6,7] для изучения 

эволюции капли жидкости, прикрепленной к поверхности, под воздействием внешнего элек-

трического поля. Аналогично, [8] использует BEM для численного исследования эволюции 

капли жидкости под действием электрического поля, когда капля погружается во внешнюю 

диэлектрическую жидкость. Что касается исследования заряженных капель жидкости, то [9] 

объединяет аналитические и численные результаты для изучения существования и устойчи-

вости, стационарных не сферических форм для заряженных изолированных капелек.  

Эволюция капель заряженных жидкостей актуальны во многих прикладных задачах, 

таких как  явления, определяющие начало дождя, двигатели с полевым выбросом (FEEP), 

микрожидкостной чип, электронная бумага и т.д [10].  

 В результате изучения данной темы была использована  математическая модель 

движения капли, в случае, когда капли проводящей вязкой жидкости погружаются в 

диэлектрическую вязкую жидкость бесконечной протяженности и развиваются под влиянием 

капиллярности и электростатического отталкивания. 

 

2. Математическая  модель заряженной капли жидкости 

Рассмотрим каплю D жидкости A с вязкостью      суспендированной в бесконечной 

жидкости B, с вязкостью     . (Рисунок 1). Как внутренняя, так и внешняя жидкости разви-

ваются в соответствии со стоксовым приближением уравнений Навье-Стокса: 

 

                        ( )    ( )               ( )                             (2.1a) 

                              
  ( )    ( )               ( ) (2.1b) 
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  ( )                                   (2.1c) 

 

где  u- поле скорости, а р - давление в жидкости. Из уравнений (2.1a) - (2.1c) сразу следует, 

что давление p является гармонической функцией вне границы D: 

 

                                                             (   )                                                (2.2) 

 Движения капли зависит от t, как объясняется ниже. Уравнения (2.1a) - (2.1c) 

являются допустимым приближением при условии, что число Рейнольдса невелико: 

 

   
   

 
                                                                 (   ) 

где u - типичная скорость жидкости, R - характерная длина капли,   - плотность жидкости, а 

μ - вязкость. Размер капель, которые мы изучаем, составляет порядок микронов, и при этом 

условии эта гипотеза обычно выполняется. С другой стороны, капли достаточно велики, 

чтобы удовлетворить гипотезе континуума, которая диктует, что совокупность движения 

молекул жидкости может рассматриваться как континуум 

 
 

Рисунок 1. Капля заряженной жидкости 

 

Стоит отметить что мы также игнорируем влияние испарения на эволюцию капли. 

Временной масштаб движения свободной границы составляет порядка миллисекунд, что 

явно недостаточно для значительных потерь массы из-за испарения. 
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Внутренняя жидкость является идеальным электрическим проводником, тогда как 

внешняя жидкость является идеальным электрическим изолятором. Кроме того, капля 

содержит количество электрического заряда Q. Внутри проводящей внутренней жидкости 

заряды отталкиваются друг от друга и поэтому движутся к свободной границе. Поскольку 

они не могут убежать в изолирующую внешнюю жидкость, они в конечном итоге 

распределяются вдоль свободной границы ∂D с плотностью поверхностного заряда  σ   и они 

создают электрическое поле с электрическим потенциалом V.  Электричсекий потенциал V 

постоянный внутри капли (Рисунок 1) 

 

V (x, t) =        для   x  (2.4) 

 

и удовлетворяет уравнению Лапласа вне D 

 

                                                   (   )                                                        (2.5) 

На свободной границе потенциал V непрерывен, но нормальная производная 
𝜕 

𝜕 
  

является разрывным. Скачок нормальной производной и плотности поверхностного заряда σ 

на свободной границе связаны: 

0
𝜕 

𝜕 
1
𝜕 

  
 

  
(2.6) 

 

где0
𝜕 

𝜕 
1
𝜕 

 обозначает скачок величины через ∂D и    - диэлектрическая проницаемость 

окружающей среды.   Плотность поверхностного заряда также удовлетворяет условию 

∫ 𝜎     
𝜕 

(2.7) 

В силу закона сохранения заряда Q постоянна во времени. 

Для поля скорости u соответствует граничное условие на свободной границе: 

,  ̂-𝜕  (    
𝜖 

 
.
𝜕 

𝜕 
/
 

)  ̂           ,  ̂-𝜕  (    
  

 𝜖 
) ̂                         (2.8) 

где  - константа капиллярности, H - средняя кривизна, а  ̂ - (нормальный вектор 

направленности) свободной границы, а S - тензор напряжений определяется следующим 

образом: 

           (
𝜕  

𝜕  
 

𝜕  

𝜕  
)      *     +(2.9) 

Заметим, что это граничное условие связывает поле скорости жидкости с электроста-

тическим полем (через плотность поверхностного заряда σ). 

Заметим что, движение самой свободной границы определяется кинематическим 

условием (движения координаты х) 
  

  
  (   )                                                    (2.10) 

Интересная динамика возникает от существования двух противоположных сил, дей-

ствующих на границе раздела между двумя жидкостями, капиллярности (2  H-терм в (2.8)) и 

электростатической силой (член 
  

   
 в (2.8)). В то время как капиллярность пытается сделать 

каплю максимально гладкой  и  сферической, электрические силы стремятся усилить любые 

«удары» формы капли, так как заряды накапливаются в частях свободной границы с высокой 

кривизной и тянут на поверхность в этих точках (Рисунок 2):  
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Рисунок 2.  Изменение границы капли 

 

Далее мы выводим явные линейные решения математической модели.  

Наша цель - понять, как стабильность капли зависит от значений заряда, объема, 

поверхностного натяжения,  вязкости, а также от формы капли.  

 

3. Переход к сферическим координатам 

Относительно просто проверить, что шар с радиусом R является равновесным 

решением для модели. 

Поскольку на границе заряженной капли жидкости происходят возмущения, то  для 

изучения возмущения сферы (сферической поверхности) удобно перейти к сферическим 

координатам (r, θ, φ),где r ≥ 0 - расстояние от точки от начала координат, θ   [0, π] - 

полярный угол и φ   (0, 2π]  - азимутальный угол (Рисунок 3). 

Точка x   R
3
 со сферическими координатами (r, θ, φ)  имеет декартовы координаты: 

 

 (     )  (                         )                (3.1) 

 

Базовые векторы er, eθ, eυ в точке x образуют ортонормированный базис, и поэтому 

любой вектор может быть однозначно выражен как линейная комбинация базовых 

векторов. Основными векторами могут быть      

 выраженные в декартовых координатах как 

e    ̂r=(cosφsinθ,sinφsinθ,cosθ)                                                                                       (3.2) 

êθ=(cosθcosφ,cosθsinφ,−sinθ)                                                                                   (3.3) 

êφ=(−sinφ,cosφ,0)                                                                                                         (3.4) 

Уравнение сферы принимает следующий очень простой вид в сферических 

координатах 

    ⇐⇒    (3.5) 

Чтобы решение для шара было статическим решением, скорость должна быть равна 

нулю всюду: 

 ( )                                                                    (3.6) 

так что кинематическое условие (2.10) переходит в условие равновесия 
  

  
                 (3.7) 

Давление р равно постоянной внутри сферы и нулю вне 

 ( )  {
  

 
 

  

      
  

       

                                 
  (3.8) 

 

и, следовательно, уравнения (2.1a) - (2.1c) тривиально выполнены. 

 

Электрический потенциал V равен постоянной внутри и распадается как     вне сферы 
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 ( )  {

 

  𝜖  

 

  𝜖  
          

          (3.9) 

Ясно, что потенциал удовлетворяет уравнению Лапласа (2.5) всюду, а также удовлетворяет 

(2.4) на поверхности сферы. 

Распределение поверхностного заряда σ постоянное на сфере 

𝜎( )  
 

                    (3.10) 

 

и удовлетворяет уравнению (2.7): 

∫ 𝜎( )  ( )    
𝜕 

  
 

    
                                                                          (    ) 

 

Для проверки граничного условия (2.6) заметим, что нормальный вектор  ̂ в любой 

точке сферы равен базисному вектору   ̂,. Поэтому нормальная производная 
𝜕 ( )

𝜕 
 потен-

циала V в точке x сферы равна частной производной 
𝜕 ( )

𝜕 
.  Кроме того, посколькуV посто-

янно внутри сферы, то частные производные там равны нулю и, следовательно, скачок 

нормальной производной равен частной производной от «внешней» ветви      (3.9) по r: 

0
𝜕 

𝜕 
1
𝜕 

 
𝜕    

𝜕 
 

𝜕    

𝜕 
 .

 

  𝜖  
/
 

|
   

  
 

  𝜖   (3.12) 

которая, равна -
 

𝜖 
 в соответствии с (2.6). 

Наконец, выполняется граничное условие (2.8). Так как скорость  u равна нулю всю-

ду, ее частные производные также равны нулю, а тензор напряжений S сводится к 

 

                                                        *     +                                                                       (    ) 

 

и, следовательно, скачок в левой части (2.8) равен  

        ,  -̂𝜕   , -𝜕  ̂   .
  

 
 

  

      𝜖 
/  ̂                                                            (3.14)           

Хорошо известно, что средняя кривизна H сферы радиуса R равна 

  
 

 
                                                                            (    ) 

и, следовательно, правая часть (2.8) равна левой стороне: 

.    
  

 𝜖 
/  ̂  (

  

 
 

 

 𝜖 
.

 

    
/
 

)  ̂  .
  

 
 

  

      𝜖 
/  ̂                      (3.16) 

 

3.2. Изменение границы сферы (возмущенная): линеаризованные решения 

Рассмотрим сферу радиуса R, возмущенную вещественной частью сферической гар-

моники    
 (θ, φ), 

 

 (   )     *  
 (   )+       

 (    )    (  )                               (3.17) 

 

Здесь определены сферические гармоники    
 (θ, φ) (дляl, m           ) 

 

  
 (   )  √

    (   ) 

  (   ) 
  

 (    )                         (3.18) 

 

Связанные многочлены Лежандра   
 ( ) определяются как,  

  
  

(  ) 

    
(    )

 

 
    

     (    )                         (3.19) 
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Сферические гармоники   
 (   ) можно умножать с соответствующими степенями r, 

чтобы сформировать солидные гармоники, которые удовлетворяют уравнению Лапласа 

 2
f = 0. 

Имеются два случая:   • Твердые гармоники формы: 

 (     )       
 (   )        

определены во всех R
3
 и расходятся при r → ∞. Постоянная функция f ≡ 1 является частным 

случаем при  l= m = 0. 

• Твердые гармоники формы :   (     )          
 (   )        

не определены для r = 0 и ограничены при r → ∞ 

 Функция   f (r) = r
-1 

 является частным случаем,  снова для l = m = 0. 

Более того, как действительная, так и мнимая часть твердых гармоник, также удовле-

творяют уравнению Лапласа.  

Проверим утверждение, что если свободная граница имеет форму, описываемую фор-

мулой (3.17)  при   t = 0, то в момент времени  t ≥ 0, 

 (   )       
 (    )    (  )      (  )              (3.21) 

где мы использовали обозначение «большой О» для обозначения членов более высо-

кого порядка разложения Тейлора по    (Рисунок 3). 

Здесь мы покажем, что параметр  , определяющий скорость роста возмущения, зада-

ется формулой 

  
 (   )(   )(    )(     (   )     𝜖 (        ))

      𝜖 ((        ))      (   )    ( (    )    (     )    )
       (3.22) 

 

Алгебраические манипуляции, необходимые для вывода (3.22) и проверки (3.21), 

очень сложны. В результате мы в значительной степени использовали математическую ал-

гебру Mathematica  в следующих расчетах. 

 
Рисунок 3. Сфера возмущена гармонической функцией с амплитудой   

 

3.3. Нормальная векторная и средняя кривизна 

Сначала мы получим нормальный вектор n и среднюю кривизну H на свободной 

границе за время t ≥ 0. Параметризуем поверхность по углам (θ, υ):  

 

r(θ,φ)=r(θ,φ)(cosφsinθ,sinφsinθ,sinφ)=r(θ,φ)êr                        (3.23) 

 

Нормальный вектор n может быть рассчитан путем нормировки поперечного 

произведения частных производных 

 ̂(   )  
     
       

  

 

= ˆer + 
(   )    

 (    )        
 (    )

     
   (  )     ̂   

 

     
   (  )   

 (    )    ̂   (  ) 

 

|n̂|=1+O( 2)                                                        (3.25) 
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Средняя кривизна Н может быть определена, используя ряд математических  вы-

числений второй фундаментальной формы поверхности, которые мы здесь опустим.    

Средняя кривизна H задается формулой 

 

 (   )  
         

    
 

 
  

      

     
 (    )   (  )     (  )(3.33) 

 

3.4. Электрический потенциал и плотность заряда 

Покажем, что электрический потенциал V задается формулой 

 

V(r,θ,φ)={

 

 
    

 

 
           (  )   

 (    )     (  )    
       (3.34) 

где      
 

    
,     

     

    
 

Во-первых, внешняя ветвь (3.34) удовлетворяет уравнению Лапласа (2.5) во внешно-

сти поверхности,  так как оба члена нулевого и первого порядка являются сплошными  гар-

мониками, такие, что V → 0 при r → ∞.  Кроме того, функция V должна быть непрерывной на 

свободной границе, и поэтому, если подставить rсr(   ). из (3.21) во внешнюю ветвь (3.34), 

мы должны получить R (плюс члены порядка  ). После некоторых алгебраических манипу-

ляций это условие сводится к  

ARl−BR=0   =⇒B=ARl−1                      (3.37) 

Непрерывность V на границе также гарантирует постоянство V на границе (выражение 

(2.4)). 

Для проверки условия (2.7) нам нужно сначала рассчитать поверхностную плотность 

заряда на поверхности. 

Используя (2.6), находим 

𝜎(   )  
   

    
 (   )  

     (  )   
 (    )     (  )(3.38)                

Интегрируя  𝜎 по всей поверхности, мы получаем 

∫ 𝜎   
𝜕 

∫ ∫ 𝜎(   ) (    )         
  

 

 

 

∫ ∫ 2         
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 (    )   3      
  

 

 

 
  (  )        
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       (  )                                            (3.39) 

 

Так как член первого порядка (3.39) равен нулю, то условие (2.7) плотность заряда 

становится: 

                                                          Q=4πE0A+O(E2)                                                  (3.40) 

 

В результате изучения данной темы рассмотрена подходящая математическая модель 

заряженной капли жидкости. В данной работе рассматривалось изменение формы 

заряженной капли жидкости. Для понимания как стабильность капли зависит от значений 

заряда, объема, поверхностного натяжения,  вязкости, а также от формы капли получены 

явные линейные решения математической модели. Представен  анализ линейной 

устойчивости семейства решений, возникающих из-за возмущения сферы радиуса R 

(являющейся равновесным решением). Были найдены явные линейные решения 

математической модели: нормальная векторная и средняя кривизна, электрический потенци-

ал и плотность заряда. Найдены явные выражения для скорости роста каждого решения и для 

критического количества заряда, которое должно быть превышено, чтобы решение стало 

неустойчивым.  
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По итогам работы можно увидеть как стабильность капли зависит от значений заряда, 

объема, поверхностного натяжения и вязкости, а также от формы капли. 
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Интерактивное обучение основано на прямом взаимодействии обучаемого с  внешним 

учебным окружением и приобретением новых знаний на основе старых, во взаимодействии 

со всей образовательной средой. Реализация интерактивного обучения, при помощи погру-

жения в разнообразные формы общения и взаимодействия, повышается интерес к изучаемо-

му предмету, учащийся добровольно начинает включаться в активную познавательную 

учебную деятельность. Средства обучения в этом случае выступают движущими силами, ко-

торые объединяют все компоненты процесса усвоения новых знаний в единое целое. Разно-

образие средств обучения говорит о том, что общение может основываться на разных типах 

взаимодействия: с различными группами людей; с индивидом, со специальными устройства-

ми, обеспечивающими непрерывность диалога, например, компьютеры или только интерак-

тивная доска. С накоплением данных о позитивном взаимовлиянии индивидов в специально 

создаваемых группах, этот феномен начали использовать в образовании детей и взрослых в 

конце XX века [1]. 

В 80–90 годы ХХ века ряде работ В. К. Дьяченко убедительно представлена перспек-

тивность и эффективность технологии коллективного способа обучения, который строится 

на учебном диалоге. Неоспоримым стало то, что обучение в малых группах не может быть 

неэффективным, так как если слушатель не единственный, он не может не слушать партнера, 

контроль результатов работы обучаемого обучающим усиливает эффект. Дальше происходит 

своеобразный обмен ролями, в следствии которого обучаемый становится обучающим. При 

данной модели обучения создаются предпосылки к активизации познавательной деятельно-

сти. Активизация познавательной деятельности учащихся подразумевает некую целенаправ-

mailto:BVR130758@mail.ru
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ленную педагогическую деятельность учителя по повышению и стимулированию учебной 

активности учащихся. При традиционных методах обучения для активизации познаватель-

ной активности использовали частую смену методов обучения во время урока, но ведущую 

роль всегда в этих методах занимал учитель. На современном этапе развития педагогической 

науки разработаны учебные технологии, основой которых является деятельность самих уче-

ников, а учитель выступает только в роли помощника, его деятельность завуалирована и ча-

сто со стороны кажется, что ученики все решают и делают сами. Учитель должен создавать 

особую атмосферу, в которой ученики вступают в различные формы взаимодействия [2, 

c.60]. 

Итак, в интерактивных методах и обучающиеся, и педагоги выступают субъектами 

обучения, педагоги исполняют роль организатора процесса обучения, лидера класса, группы, 

консультанта, организуют  взаимодействие всех обучающихся.  

В геометрии используются различные методы решения задач – это синтетический ме-

тод,  векторный, метод координат, метод преобразований и другие. Данные методы занима-

ют различное положение в школьной программе. Основным методом принято считать синте-

тический, а из оставшихся наиболее высокое положение занимает метод координат, так как 

он тесно связан с алгеброй. 

Координатный метод входит в программы изучения геометрии как в школе, так и в 

вузе. Как следствие, необходима методика изучения метода координат, которая бы позволи-

ла учащимся решать различные задачи координатным методом, но не показывающая этот 

метод как основной при решении геометрических задач. Но интерактивные методы изучения 

данной темы слабо развиты, поэтому необходимо уделить особое внимание разработке ин-

терактивных методик для изучения данной темы. 

Для большей эффективности работы в малых группах следует организовывать состав 

групп так что бы уровень знаний в них был равным, в каждой группе должны быть как сла-

бые, так и сильные ученики. На начальном этапе работы в малых группах следует давать за-

дания средней сложности, что бы члены группы научились взаимодействовать друг с другом. 

На уроках по закреплению метода координат в качестве такого задания можно выдать каж-

дой группе задание на установление соответствия. 

Учащимся предлагается поставить в соответствие формулу  величине, по которой она 

вычисляется. Каждой группе выдается карточка на которой цветными карандашами нужно 

закрасить соответствующие формулы 

 

Карточка 1 

1 Длина вектора 2

12

2

12 )()( yyxxd   

2 Уравнение окружности );( 1212 yyxx   

3 Координаты вектора bka


  

4 Середина отрезка 22

0

2

0 )()( Ryyxx   

5 Уравнение прямой 22 yx   

6 Расстояние между точками 
)

2
;

2
( 2121 yyxx 

 

7 Условие коллинеарности векторов 0 cbyax  

 

Затем, группы обмениваются карточками и проверяют друг друга (правильный вари-

ант закрашивания карточки выводится на доске). Задания такого типа являются не только 

актуализацией знаний по данной теме, но и отлично подходят для поднятия уровня познава-

тельной активности в группах. 

На следующих этапах урока можно уже давать более сложные задания, на решение 

которых при индивидуальной работе учащимся потребовалось бы больше времени. Но бла-
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годаря работе в малых группах и правильно подобранному составу этих групп ученики с 

легкостью справятся с заданиями. 

Каждая группа получает  задачу, к которой надо составить алгоритм решения из 

предложенных высказываний (высказывания даются на карточках).  

 

Карточка 2 

Вычислить длины сторон. 

Доказать, что параллелограмм является ромбом. 

Сравнить длины сторон. 

Вычислить площадь. 

Выяснить вид треугольника. 

Доказать, что четырехугольник является параллелограммом. 

Найти координаты вершин. 

 

1-я группа. 

Доказать, что треугольник MNB, вершины которого имеют координаты M )2;5(  ,      

N )4;5(  , B )13;2(  , является равнобедренным. Найдите площадь этого треугольника. 

2-я группа. 

В четырехугольнике MNBQ вершины имеют координаты M )3;2(  , N )4;1( , B )7;8( ,    

Q )0;5( , точкаО )2;3(  является точкой пересечения диагоналей. Докажите, что MNBQ – ромб и 

найдите его площадь. 

3-я группа.  

Прямые, содержащие стороны треугольника, заданы уравнениями:  

3х – 8у + 52 = 0;11х – 5у – 77 = 0; 8х + 3у – 56 = 0.  

Определите вид треугольника и найдите его площадь. 

Каждая группа решает свою задачу согласно составленному по карточке алгоритму. 

Далее каждая группа представляет свою задачу (на доске, заранее подготовлены чер-

тежи к задачам и записано условие). Представители других групп делают замечания по 

предложенному решению, вносят, если необходимо свои предложения. После подведения 

итогов каждый ученик заполняет бланк самооценивания. 

 

Бланк самооценивания. 

№  Баллы самооценка 

1 Знаю, умею применять формулы и находить алгоритм решения  

задач. 

«9-10»  

2 Знаю и умею решать задачи, но вызывает затруднение выбор 

нужной формулы. 

«7-8»  

3 Знаю формулы и умею решать задачи по заданному алгоритму, 

но сам затрудняюсь разработать алгоритм. 

«5-6»  

 

Работа в малых группах является обширным полем для деятельности учителя. На уро-

ках с использованием данной методики каждый ученик может почувствовать свою нужность 

в коллективе и обмениваться знаниями с участниками своей группы. Благодаря совместной 

работе ученики научатся отстаивать свою точку зрения и выслушивать мнение других. 
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Происходящие изменения в нашем обществе создали реальные перспективы для мо-

дернизации всей системы образования, которые находят свой отклик в разработке и введе-

нии в практику работы школы элементов нового содержания, новых образовательных мето-

дов в обращении к мировому педагогическому опыту. Сегодня многие методические нова-

ции и инновации взаимосвязаны с осуществлением интерактивного обучения, потому что 

интерактивное обучение имеет огромные потенциальные возможности для реализации соци-

ального заказа современного общества. Кроме того, среди учителей математики нередко су-

ществует мнение, что единственным критерием внедрения интерактивного обучения в обра-

зовательную практику является непосредственное использование компьютерных средств 

обучения. 

Следовательно, понимание того, что именно стоит за термином интерактивное обуче-

ние не стало пока достоянием широкой педагогической практики. Уточним основную харак-

теристику самого понятия. Интерактивное обучение – обучение, построенное на взаимодей-

ствии обучающегося с учебной средой и окружением, которая служит областью осваиваемо-

го опыта. 

Важным является и тот факт, что в процессе обучения учащиеся взаимодействуют и с 

физическим, и с социальным окружением, и с изучаемым содержанием. И все три вида ак-

тивности взаимосвязаны, различны и в обязательном порядке присутствуют на уроке. Назо-

вем их. Физическая активность – учащиеся меняют рабочее место, говорят, пишут, слушают, 

рисуют и т.д. Социальная активность – учащиеся задают вопросы, отвечают, обмениваются 

мнениями, обсуждают и т.д. Познавательная активность – учащиеся вносят дополнения и 

поправки в изложение учителя, сами находят решение проблем, таким образом, получая 

опыт и навыки решения определенных математических задач и т.д. Таким образом, интерак-

тивное обучение – это обучение, погруженное в общение, оно сохраняет конечную цель и 

основное содержание предмета, но видоизменяет формы и приемы ведения занятия [2].  

Как показывает опыт, при изучении темы «Подобия плоскости» у обучающихся воз-

никают трудности, связанные, по всей видимости, со специфическим образом мышления, 

которое требуется для успешного применения преобразований. Поэтому выход из данной 

проблемы мы видим в применении интерактивных методов обучения. Данные методы спо-

собствуют развитию функциональной грамотности, креативного мышления, когнитивной 

компетентности, а значит, могут положительно повлиять на развитие образного мышления. 

Рассмотрим пример применения интерактивных методов обучения, а именно – обуче-

ние в малых группах, на примере изучения темы «Подобие треугольников». Отметим, что эта 

тема изучается в рамках темы «Подобия плоскости». 

Макет урока 
Тема: «Применение подобия треугольников для решения задач». 

Цель урока – способствовать формированию умения применять признаки подобия 

треугольников к решению задач 

План урока 
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1. Организационный момент (2 мин). 

2. Актуализация опорных знаний (7 мин). 

3. Работа в группах (23 мин). 

4. Обсуждение полученных результатов (5 мин). 

5. Информация о домашнем задании (1 мин). 

6. Подведение итогов урока (2 мин). 

Актуализация опорных знаний 

Учащиеся делятся на группы по 4-5 человека, получают карточки с математическим 

диктантом.  В заданиях 1-3 необходимо дополнить предложение, а в заданиях 4-5 ответить 

на данные вопросы. 

Карточка №1 

1. Запись 
1111 DC

CD

BA

AB
  означает, что отрезки AB  и CD … отрезкам 11BA  и 11DC . 

2. Число, равное …… сторон треугольников, называется……. 

3. Отношение периметров двух подобных треугольников равно……. 

4. Площади двух подобных треугольников равны 275см  и 2300см . Одна из сторон 

второго треугольника равна см9 . Чему равна сходственная сторона первого треугольника? 

5. Подобны ли треугольники ABC  и KDE , если ,35,75,35  KBA

.16,14,10,8,7,5,70 смKEсмDEсмKDсмACсмBCcмABE   

Карточка №2 

1. Отношением отрезков AB  и CD  называется отношение ……. 

2. Два треугольника называются подобными, если их ……… и стороны одного тре-

угольника пропорциональны …… другого. 

3. Отношение площадей двух подобных треугольников равно ………. 

4. Сходственные стороны двух подобных треугольников равны дм5  и дм10 . Пери-

метр первого треугольника равен дм60 . Чему равен периметр второго треугольника? 

Подобны ли треугольники ABC  и KDE , если ,25,75,25  KBA

.8,7,5,24,21,15,80 смKEсмDEсмKDсмACсмBCcмABE   

Учащиеся передают карточки с математическим диктантом другой группе и проверя-

ют с помощью заранее подготовленного решения на слайде или отвороте доски, затем об-

суждают, какие были допущены ошибки. 

Работа в группах 

Учащимся предлагается поработать в группах. Им предстоит решить и оформить за-

дачу на плакате с помощью чертежных инструментов и цветных карандашей (фломастеров). 

Во-первых – задача должна быть решена правильно, во-вторых – учитывается оформление 

задачи (все доступно изложено) и третий критерий  – определяют сами учащиеся (мнение 

большинства). 

Задача: Высоты BM  и CN  остроугольного неравнобедренного треугольника ABC  

пересекаются в точке H . Сторону BС  продолжили до пересечения с прямой MN  в точке K
. Сколько пар подобных треугольников при этом получилось [1]?  

В процессе решения задачи учащиеся могут задавать вопросы непосредственно по за-

данию. На слайде будут представлены вопросы: 

1. Какие вы знаете признаки подобия треугольников? 

2. Какие углы называются вертикальными? 

3. Каким свойством обладают вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу? 

4. Лежат ли точки CMNB ,,,  на одной окружности? Почему? 

5. Чему равна сумма противоположных углов во вписанном четырехугольнике? 

Эта серия вопросов, которые подводит к решению данной задачи. Далее, группы де-

монстрируют свои плакаты с решениями (по количеству найденных подобных треугольни-

ков) и одним спикером для представления данной задачи.   
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В программе «Живая геометрия» заранее подготовлено наглядное решение задачи для 

проверки учащихся (рисунок 1).  

 
Рисунок 1. Оформление в программе «Живая геометрия» 

 

Подведение итогов урока 

Учащиеся по очереди высказываются одним предложением, выбирая начало фразы из 

рефлексивного экрана на интерактивной доске. 

На уроке осуществляется обсуждение результатов в группе, поиск ответов на постав-

ленные друг другу вопросы. Элемент творчества проявляется в оформлении закладок, в об-

разности или точности и лаконичности комментариев к тексту. В результате такой система-

тической работы развивается не только предметная, но информационно-коммуникативная 

компетентность обучающихся.  

Таким образом, наличие специально организованных учебных текстов и электронной 

поддержки к ним делают возможным интерактивное обучение математике на уровне мето-

дической системы. Однако для реализации этой возможности должно быть самое главное – 

желание учителя сделать его интерактивным. 
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Неудовлетворенность результатами образовательного процесса в основной школе во 

многих странах подвигла к реформированию системы образования, в Республике Казахстан в 

том числе. Поэтому в современном Казахстане идет становление новой системы образова-

ния, ориентированной на мировое образовательное пространство. Этот процесс сопровожда-

ется существенными изменениями в педагогической теории и практике. 
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Качественные изменения в любой области нашей жизни, а тем более в образовании   

невозможны без формирования нового взгляда учителя на свое место и роль в учебном про-

цессе. 

Реализация обновленного подхода в образовании возможна лишь при учете индиви-

дуальных особенностей ребенка. Об этом в своих работах говорили Л.В. Выготский (теория 

зоны ближайшего развития ребенка), П.Я. Гальперин (теория поэтапного формирования ум-

ственных действий), А.А. Леонтьев (психология общения) и другие [1]. Реализация данного 

подхода предполагает соблюдение ряда условий. Из них хочется выделить следующие: во-

влечение каждого учащегося в активный познавательный процесс; совместная работа в тех-

нологии «сотрудничества» (обучение в малых группах); 

При использовании исключительно традиционных педагогических технологий до-

биться желаемых результатов не представляется возможным. С нашей точки зрения, среди 

разнообразных направлений современных педагогических технологий, в последнее время все 

больший и больший интерес вызывает технология интерактивного обучения. 

В математике организация интерактивного обучения имеет ряд особенностей и свою 

специфику. 

Прежде всего, для того, чтобы было возможно организовать обсуждение между уча-

щимися, учащиеся должны обладать базовым уровнем знаний и набором умений. Это и 

определяет первую особенность интерактивного обучения математике: чтобы поддерживать 

беседу два ученика между собой должны обладать определенным уровнем знаний и уровнем 

логического мышления. Поэтому, по всей видимости, нельзя отказаться от применения эле-

ментов традиционного обучения. Именно с этим связано то, что в реальной педагогической 

практике активные и интерактивные методы приходится применять в сочетании с традици-

онными методами [2]. 

Тема: «Преобразования плоскости» входит программу обучения средней школы. И 

при ее изучении, конечно, в первую очередь следует ориентироваться на требования к обра-

зовательным результатам, которые предъявляются в типовой учебной программе по предме-

ту «Геометрия» для 7-9 классов уровня основного среднего образования. 

С другой стороны в математических и нематематических классах педагог может до-

биться различной глубины изучения материала. Например, при проведении заключительного 

урока по теме «Движения плоскости» в гуманитарных и химико-биологических классах нав-

ряд ли имеет смысл решать сложные задачи на применение преобразований плоскости.  

В связи с этим в данной статье предлагаются уроки на закрепление темы «Движения 

плоскости» двух разных уровней. Каждый педагог может решить сам, какой урок провести в 

определенном классе. 

Урок 1 

Тема. Использование движения плоскости при составлении орнамента. 

Цель: продемонстрировать применение движений плоскости в образовательных це-

лях, совмещение геометрических знаний и художественных ценностей. 

Структура урока. 

1. Организационный момент  

2. Ознакомление с приемами составления орнамента  

3. Составление орнамента (работа в группах) 

4. Представление орнамента 

Ход урока 

I Организационный момент 

Педагог приветствует учащихся, озвучивает цель и задачи предстоящего урока, созда-

ет положительный эмоциональный настрой. 

IIОзнакомление с орнаментом 

В повседневной жизни вы часто с талкиваетесь с понятием орнамент или узор. Вы 

встречаете орнаменты на коврах, на одежде, в искусстве и в предметах быта. Но как 

получаются эти разнообразные и причудливые узоры? Давайте в этом разберемся. 
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На интерактивной доске учителем выводится орнамент (рисунок 1).  

 
 

Рисунок 1. Орнамент и его основной элемент 

«Выделите основные или основной, повторяющийся элемент орнамета», – педагог 

приглашает к доске желающего ученика, и тот с помощью указки или ручки обводит 

основной на его взгляд элемент. Затем педагог обсуждает с учащимися, каким образом все 

остальные эелемнты получены из основного. 

Например, этот элемент можно отразить освеой симметрией направо и получить 

верхнюю часть орнамента. А затем всю верхнюю часть орнамента отразить симметрично 

вниз. 

Также можно разобрать еще некотоые приемы составления орнаментов (рисунок 2). 

 
 

Рисунок 2. Параллельный перенос в орнаменте 

Педагог также может вызвать желающего показать основной элемент орнамента. 

Учащийся должен подметить, что данный орнамент составлен с помощью параллельного 

переноса. 

Имеет смысл вызвать еще нескольких учеников, для того чтобы они показали другой 

повторяющийся элемент орнамента, а затем еще раз произвести обсуждение.  

Завершающим этапом изучения приемов составления орнаментов может служить 

работа со сложным орнаментом, например, национальным ковром. Учащиеся также должны 

будут выделить основной и повторяющийся элемент, объяснить как получены другие. 

III Составление орнамента 

Инструкция к выполнению задания. Класс разбивается на группы по 4-5 человек. 

Формировать группу из большего количества человек не целесообразно, так как не все члены 

группы будут обеспечены работой, и как следствие, взаимодействия между членами группы 

не будет. Каждой группе раздается заранее вырезанные заготовки орнамента, ватман (лист 

А3), клей, цветная бумага, ножницы, карандаши и маркеры. На выполнение работы отводит-

ся 25 минут. 

На свое усмотрение группа может использовать все элементы или же выбрать опреде-

ленные.  
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Рисунок 3. Набор элементов для составления орнамента 

III Представление орнамента 

По завершению работы каждая группа представляет получившийся орнамент у доски, 

объясняет, с помощью каких преобразований он был составлен. Пример ответа: «К фигуре 1 

применялось следующее преобразование и сколько раз». 

Урок 2 

Тема. Применение движения плоскости к решению задач 

Цель: повторить знания по теме «Движения плоскости» 

Структура урока. 

1. Организационный момент  

2. Актуализация знаний  

3. Применение движения плоскости к решению задач (работа в группах) 

4. Подведение итогов урока  

Ход урока 

I Организационный момент 
Педагог приветствует учащихся, озвучивает цель и задачи предстоящего урока, созда-

ет положительный эмоциональный настрой. 

II Актуализация знаний 

В качестве актуализации знаний учащимся можно предложить следующую работу. 

Класс разбивается на три группы. Каждая группа получает задание. Педагог заранее озвучи-

вает, что ответить на вопросы карточки может попросить любого члена группы – это обеспе-

чит вовлеченность каждого участника группы в процесс решения. 

Карточка № 1 

1. Для того чтобы четырехугольник был … необходимо и достаточно, чтобы он 

имел центр симметрии. Вместо многоточия поставьте вид четырехугольника. Свой ответ 

обоснуйте. 

2. Каким движением квадрат переводится сам в себя? Укажите количество осей 

симметрий квадрата.  

3. Будет ли фигура, являющаяся объединением полосы и прямой, не принадле-

жащей ей, иметь центр симметрии?  

Карточка № 2 

1. Для того чтобы четырехугольник был … необходимо и достаточно, чтобы он 

имел центр симметрии. Вместо многоточия поставьте вид четырехугольника. Свой ответ 

обоснуйте. 

2. Каким движением ромб переводится сам в себя? Укажите количество осей 

симметрий ромба. 

3. При каком условии можно отобразить окружность на окружность параллель-

ным переносом? 
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Карточка № 3 

1. Для того чтобы четырехугольник был … необходимо и достаточно, чтобы он 

имел центр симметрии. Вместо многоточия поставьте вид четырехугольника. Свой ответ 

обоснуйте. 

2. Сколько существует поворотов, отображающих квадрат на себя? Укажите 

центр этих поворотов. 

3. Каким движением ромб переводится сам в себя? Укажите количество осей 

симметрий ромба. 

Данные задачи [3] особенно интересны тем, что, например, задание 1 в каждой кар-

точке развивает критическое мышление, так как учащиеся сначала рассуждают относительно 

того, где вообще может находиться центр симметрии у четырехугольника (в вершине, на 

стороне, на диагонали) и затем приходят к выводу, что исходя из условия центр расположен 

на середине диагонали, а значит это параллелограмм. 

III Решение задач 

Основная часть урока посвящена решению задач. 

Для решения задач класс разбивается на четыре группы по четыре-пять человек. Фор-

мируется команда экспертов из учеников класса. По итогу работы эксперты будут оценивать 

правильность найденного решения. К каждому решению группа экспертов должна задать не 

менее двух вопросов. Каждой группе раздается карточка с заданием. 

Карточка № 1 

Четырехугольник ABCD– ромб, у которого  60BDA . На сторонах АВ и ВС отме-

чены соответственно точки M и N, так что BNAM  . Докажите, что треугольник MDN – 

равносторонний.  

Карточка № 2 

Докажите, что прямая, содержащая середины двух параллельных  хорд окружности, 

проходит через ее центр. 

Карточка № 3 

Докажите, что всякая трапеция, вписанная в окружность, является равнобедренной. 

Карточка № 4 

Две прямые, содержащие точку пересечения диагоналей параллелограмма, пересека-

ют его стороны соответственно в точках M и L, N и К. Докажите, что четырехугольник 

MNLK – параллелограмм. 

Когда задачи решены, от каждой группы педагог выбирает учащегося, который будет 

рассказывать и защищать решение своей задачи. Группа экспертов производит оценку пра-

вильного решения и задает вопросы по каждому решению. 

IV Подведение итогов урока. 

В качестве итога урока педагог может предложить учащимся порефлексировать и 

оценить свою работу на данном уроке. 
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В условиях современной рыночной экономики Казахстана использование экономико-

математических и эконометрических методов при решении социально-экономических во-

просов, знание общих положений мировой экономики, общая экономико-математическая 

культура являются неотъемлемым компонентом профессиональной компетентности специа-

листа математика. Существующая кредитная технология обучения направлена на повышение 

уровня самообразования и творческого освоения знаний на основе индивидуализации подго-

товки студентов. В связи с этим, целью  современного преподавателя вуза является форми-

рование нового типа специалиста, который умел бы самостоятельно добывать, обрабатывать, 

анализировать необходимую информацию и эффективно использовать ее в нужный момент.  

Этой задаче может способствовать педагогическая технология, которая как 

направление в педагогике возникла в 60-е годы XX века в США, Англии и получила 

распространение во многих странах мира. Авторами педагогических технологий являются Д. 

Кэррол, Б. Блум, В. Коскарелли и другие. Весомый вклад в развитие педагогических 

технологий внес известный российский ученый-методист В.М. Монахов. В Казахстане этими 

вопросами занимались Кабдыкаиров К.К., Исин М.Е., Нуртаева Г.К. и др. 

Методология исследования основана на методологической технологии В.М. Монахова 

[4] и опирается в большой степени на статью М.Е.Исина [2].  

Рассматриваемая В.М. Монаховым информационная модель учебного процесса, явля-

ется необходимым условием ее технологизации. Основным объектом технологизации учеб-

ного процесса выбрана учебная тема, в новом канонизированном понимании ее (границы 

учебной темы от 6-8 уроков до 22-24 уроков). Для вузовской системы образования ее верх-

няя граница, естественно, должна быть меньше. Для модульной системы образования учеб-

ная тема может быть выбрана в пределах одного модуля. 

Следующие карты являются главными объектами проектирования учебного процесса в 

педагогической технологии В.М. Монахова: 

1) технологическая карта (ТК); 

2) информационная карта развития обучающегося (ИКРО); 

3) информационная карта занятия (ИКЗ). 

На данном этапе исследования рассмотрены технологические карты (ТК). Дадим харак-

теристику этому объекту. 

Технологическая карта - это "руководство" проекта учебного процесса по теме. В 

педагогической технологии В.М. Монахова информационная модель учебного процесса 

содержит пять основных параметров, непосредственно связанных между собой: 

целеполагание (система микроцелей), диагностика, дозирование самостоятельной 

деятельности обучающихся, логическая структура и коррекция.  

Если говорить о взаимосвязи компонентов: 

- содержание микроцели определяет содержание диагностики; 

- содержание диагностики определяет содержание, объем и сложность компонента до-

зирования самостоятельной работы обучающегося; 

- содержание дозирования проверяется как достаточное или недостаточное при прове-

дении диагностики; 

- логическая структура - это органичное и динамичное единство содержательного, про-

цессуального и мотивационного аспектов в проекте учебного процесса; 

- компонент коррекции - это фактическая программа деятельности преподавателя с 

обучающимися, не прошедшими диагностику. 

Остановимся подробнее на компонентах технологической карты. 

1.  Целеполагание. 

mailto:srahimzhanova@mail.ru
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В традиционной методике проблеме целей и диагностике их достижений уделяется ма-

ло внимания и их задание не отличается четкостью. В технологии же целеполагание является 

главным компонентом. 

Целеполагание - это система микроцелей, которые преподаватель определяет сам, на 

основе анализа рабочей (модульной) учебной программы (силлабуса), ориентируясь на тре-

бования образовательного стандарта, опираясь на личный методический опыт. 

Число микроцелей учебной темы обычно от 2 до 5 в зависимости от ее традиционного 

объема.  

Цели формулируются с использованием слов: "знать", "уметь", "иметь представление" 

и т.п. 

Четкая и ясная формулировка микроцелей определяется опытом и методическим ма-

стерством преподавателя. 

Микроцель, согласно технологии, должна быть диагностируема, т.е. перед преподава-

телем стоит задача определения механизма установления факта достижения обучающимся 

этой микроцели. 

Именно здесь проявляется личностно-ориентированная система обучения: 

- преподаватель "видит" проект будущего учебного процесса в виде системы микро-

целей, так выстраивается начало нового методического мышления; 

- перед студентом выстраивается четкая система требований к его знаниям и умениям. 

Построение микроцелей (целеполагание) в технологии являются основополагающими: 

Именно микроцели определяют содержание остальных компонентов технологии и их логи-

ческой структуры 

2. Конечный результат технологии обучения задается в виде специально разработанной 

преподавателем самостоятельной проверочной работы. 

Диагностика - это система проверочных самостоятельных работ (СР), составляемая 

преподавателем,  для определения реализации микроцелей (достигнута или не достигнута 

каждая микроцель). 

Технологическая сущность компонента "Диагностика" В.М. Монаховым определяется 

в виде следующих правил. 

Правило 1. СР состоит из двух типов заданий: задания на уровне образовательного 

стандарта (программы), задания на повышенном уровне. 

Правило 2. Стандартная СР имеет четыре задания: два - на уровне стандарта, два - на 

повышенном уровне. 

Правило 3. Общий вид СР: 

1) задание на уровне требований образовательного стандарта; 

2) задание на уровне требований образовательного стандарта; 

3) задание на уровне требований к оценке "хорошо"; 

4) задание на уровне требований к оценке "отлично". 

Правило 4. Два первых задания должны быть одинаковы по трудности, просты и абсо-

лютно понятны учащимся. 

Правило 5. Каждый обучающийся обязан достигнуть уровня стандарта, а далее он 

имеет право остановиться на этом уровне, или двигаться выше. При этом студент, независи-

мо от своих предыдущих успехов, выполняет задания в указанной последовательности. 

Правило 6. Задание №3 на "хорошо" (в модульно-рейтинговой системе при сто балль-

ной системе оценки 75-89 баллов) должно быть более трудным, чем задание №1, №2. Повы-

шение его трудности должно быть связано с содержанием диагностируемой микроцели. 

Правило 7. Задание №4 на "отлично" (90-100 баллов) должно быть труднее, чем зада-

ние №3. 

В.М. Монахов предлагает предельно простую, не допускающую неоднозначности и 

двусмысленности, систему контроля и оценок успехов учащихся. 

Система оценок успехов учащихся: 
- ошибки в обоих заданиях №1 и №2 - ученик попадает в группу коррекции; 



126 
 

- выполнено задание №1 или №2 - дается дозированный объем заданий в блоке "Дози-

рование домашних заданий"; 

- выполнены задания №1 и №2 - ученик получает "зачет" (т.е. "удовлетворительно" - 

что означает: "ученик удовлетворяет требованиям государственного стандарта"). 

Такая система оценок знаний учащихся обладает рядом преимуществ перед традици-

онной: 

1.  Равноправное положение преподавателя и студента (задания СРО выдаются в начале 

года в УМКд). 

2.  Там же прописаны требования к их знаниям и умениям. 

3.  При данной технологии определены: нормы нагрузки, нормы требований, нормы 

оценок. 

4.  В технологии В.М. Монахова преподаватель предоставляет студенту право выбора  

"оценки", который в данный момент соответствует ценностным установкам, тем самым про-

являя уважение к личности обучающегося.  

3.Дозирование домашнего задания (внеаудиторная самостоятельная деятельность 

обучающихся).        

Практическая цель для этого блока - гарантированно подготовить студента к диагно-

стике. 

Нравственная цель - студент сам вправе выбрать будущую оценку. И еще одна  важ-

ная цель - преодоление перегрузки. 
«Разумная» норма (по объему, по трудности, по сложности) домашних заданий – опре-

деляется преподавателем исходя из СМК и личного опыта. 

4.  Логическая структура учебного процесса - это стратегия учебного процесса. 

Логическая структура проекта представляется цепочкой занятий (лекций, практических 

или лабораторных занятий), которые разбиваются на группы по числу микроцелей. Заканчи-

вается каждая цепочка выполнением самостоятельной работы. 

5. Коррекция рассчитана на обучающихся, которые не получили положительную 

оценку на диагностике, т.е., это своего рода программа вывода таких студентов на уровень 

стандарта. 

В этом блоке автор технологии рекомендует в явном виде выделять три рубрики. 

Первая - возможные затруднения при освоении учебного материала, относящегося к 

данной микроцели. 

Вторая - наиболее типичные ошибки, которые допускают обучающиеся при прохож-

дении этой темы. 

Третья - система мер педагогического и методического характера с отстающими сту-

дентами. 

Таким образом, технологическая карта – есть гарантия того, что все студенты достиг-

нут уровня стандарта, а более способные усвоят материал на более высоком уровне. 

Согласно данной технологии обучения содержание предмета «Эконометрика» 

разделено на несколько разделов - модулей: парный регрессионный анализ, множественный 

регрессионный анализ, динамические ряды и системы одновременных уравнений. Для 

каждого раздела предполагается разработка технологических карт гарантированного 

обучения. При этом в процессе их применения предполагается активное использование 

информационно-коммуникационных технологий, в частности, для выполнения заданий СРО.  

В данной статье представлена разработанная технологическая карта гарантированного 

обучения дисциплине «Эконометрика» (модуль 3 «Динамические ряды») студентов специ-

альности «5В060100-Математика». 

Представим, прежде всего, тематический план дисциплины модуля 3.  

 

ТЕМАТИЧЕСКИЙ ПЛАН ДИСЦИПЛИНЫ ПО МОДУЛЮ 3 
 

Модуль 3. Временные (динамические) ряды 
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Программный материал Количество 

часов 
(лек+пр+СРО) 

2.1 Временные ряды. Общие сведения о рядах и задачах их анализа. Стаци-

онарные временные ряды и их характеристики. Автокорреляционная функ-

ция. Аналитическое сглаживание временного ряда.  

2+1+6 

2.2 Прогнозирование временных рядов. Прогнозирование на основе моде-

лей временных рядов. Авторегрессионные модели и модели скользящей 

средней.  

2+1+6 

2.3 Обобщенная линейная модель. Обобщенная линейная модель множе-

ственной регрессии. Обобщенный метод наименьших квадратов.  

2+1+6 

2.4 Гетероскедастичность. Гетероскедастичность пространственной выбор-

ки. Тесты на гетероскедастичность. Устранение гетероскедастичности.  

2+1+6 

2.5 Автокорреляция. Автокорреляция остатков временного ряда. Положи-

тельная и отрицательная автокорреляция. Авторегрессия первого порядка. 

Статистика Дарбина-Уотсона.  

2+1+6 

2.6 Устранение автокорреляции и авторегрессии. Тесты на наличие авто-

корреляции. Устранение автокорреляции. Идентификация временного ряда. 

Авторегрессионнная модель первого порядка. Обобщенный метод наимень-

ших квадратов.  

2+1+6 

2.7 Регрессионные динамические модели. Стохастические регрессоры. 

Метод инструментальных переменных. Оценивание моделей с распределен-

ными лагами. Обычный и нелинейный  методы наименьших квадратов. Дру-

гие виды регрессионных динамических моделей и методы их решений.  

2+1+6 

Итого: 14+7+42=63 

 

По данной теме составлена технологическая карта.  

Таблица 1. Технологическая карта темы 

Целеполагание Диагностика Коррекция 

B1. 1. Умение вычислять 

оценки числовых характери-

стик строго стационарного 

временного ряда x(t), исполь-

зуя соответствующие форму-

лы: 

a) выборочного средне-

го,  

b) выборочной диспер-

сии,  

c) выборочной ковариа-

ции,  

d) выборочной автокор-

реляции,  

e) выборочной частной 

автокорреляции пер-

вого порядка. 

2. Умение проводить провер-

ку гипотезы о стационарно-

сти временного ряда с помо-

щью критерия, основанного 

на медиане. 

3. Умение проводить провер-

D1. 1.  Пользуясь  статисти-

ческими интернет сайтами, 

рассмотрите ряд динамики 

какого-либо экономического 

процесса, протяженностью 

не менее 20 периодов, вы-

числите  оценки числовых 

характеристик данного вре-

менного ряда x(t), используя 

соответствующие формулы. 

2. С помощью критерия, ос-

нованного на медиане, про-

верьте гипотезу о стационар-

ности временного ряда. 

3. С помощью критерия, ос-

нованного на критерии вос-

ходящих и нисходящих се-

рий, проверьте гипотезу о 

неизменности среднего зна-

чения временного ряда.  

 4. Опишите  алгоритм  ис-

пользования  ППП  Excel 

 

К1. 1.Часто путают понятия 

выборочной автокорреляции 

и выборочной частной авто-

корреляции первого порядка. 

2. Проблемы при расчете ме-

диан и записи их в нужном 

порядке.  

2. Проблемы при работе с 

интернет сайтами.  
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ку гипотезы о неизменности 

среднего значения временно-

го ряда с помощью критерия, 

основанного на критерии 

восходящих и нисходящих 

серий. 

4.Умение пользоваться ин-

тернет сайтами 

 5.Умение использовать  про-

граммные продукты для ре-

шения задач эконометрики 

B2. 1. Умение рассчитать ко-

эффициенты α0 и α1 линейно-

го аппроксимирующего мно-

гочлена неслучайной состав-

ляющей методом МНК.  

2. Умение с помощью метода 

скользящей средней прово-

дить сглаживание временно-

го ряда. 

3. Умение оценить качество 

полученной модели с помо-

щью критерия Фишера или 

критерия  Стьюдента. 

4. Умение использовать по-

лученную модель для состав-

ления экономического про-

гноза. 

 5. Умение пользоваться ин-

тернет сайтами. 

6. Умение  пользоваться про-

граммными продуктами.  

 

D2. 1. Для имеющегося ряда 

динамики рассчитайте коэф-

фициенты α0 и α1 линейного 

аппроксимирующего много-

члена неслучайной состав-

ляющей методом МНК. 

2. Проведите сглаживание 

временного ряда с помощью 

скользящего среднего для 

m=3. постройте графики. 

3. Проведите оценку качества 

модели с помощью критерия 

Фишера или критерия 

Стьюдента. 

4. Получите точечный и ин-

тервальный прогнозы на 2017 

год и сравните их с реальны-

ми данными. Сделайте вы-

вод. 

5.Опишите алгоритм работы 

с используемыми пакетами 

программ. 

К2. 1. Проблемы вызывает 

построение интервальных 

оценок и умение сделать вы-

вод по полученным результа-

там. 

2. Студенты пользуются в 

основном ППП Excel, не ис-

пользуя другие пакеты про-

грамм, например, Statistika, 

Matlab или Mathematika. 

 

B3. 1.Умение выводить фор-

мулу для конечной разности 

Δ
n
x(t) с использованием ите-

рационной формулы для 

подбора степени полинома 

тренда. 

2. Умение рассчитывать па-

раметры каждой формы 

тренда. 

3.Умение оценивать качество 

модели. 

4.Умение строить точечный 

прогноз для выбранной фор-

мы тренда. 

5. Умение строить интер-

вальный прогноз для вы-

бранной формы тренда, для 

заданного уровня значимо-

сти.  

D3. 1. Проведите расчет па-

раметров трендов разной 

формы. 

2.Оцените качество каждого 

тренда через среднюю ошиб-

ку аппроксимации, линейный 

коэффициент автокорреля-

ции отклонений. 

3.Оцените статистическую 

значимость  трендов с помо-

щью критерия Фишера, зна-

чимость параметров тренда – 

с помощью критерия Стью-

дента. 

4.Выберите лучшую форму 

тренда и выполните для нее 

точечный прогноз на 2017 

год. 

5.Оцените ошибку прогноза 

К3. 1. Проблемы вызывает 

построение интервальных 

оценок и умение сделать вы-

вод по полученным результа-

там  

2. Проблемы вызывает по-

строение нескольких линий 

на одном графике 

3. Вызывает проблемы расчет 

конечной разности выше 

четвертого порядка, расчет 

линейного коэффициента ав-

токорреляции, линеаризация  

нелинейных моделей тренда, 

оценка ошибки прогноза. 

4. Студенты пользуются в 

основном ППП Excel, не ис-

пользуя другие пакеты про-

грамм, например, Statistika, 
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и постройте доверительный 

интервал прогноза для уров-

ня значимости 0,05. 

 

 

Matlab или Mathematika 

 

 

Составлена таблица контроля . 

Таблица 2. Контроль знаний 

Удовлетворительно  

(стандарт)  

50-74 баллов 

Хорошо 

 

79-89 баллов 

Отлично 

 

90-100 баллов 

B1: [1]: 1, 2. [1]: 1,2,3,4. ли 1,3 

2 или 1,3 

[1]: 1,2,3,4,5. 

B2: [2]: 1, 2. [2]: 1,2,3,5. [2]: 1,2,3,4. 

B3: [3]: 1,2. [3]: 1,2,3,4. [3]: 1,2,3,4,5. 
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ҤШІНШІ РЕТТІ АЙНЫМАЛЫ КОЭФФИЦИЕНТТІ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ 

ТЕҢДЕУЛЕРДІ ШЕШУДІҢ ҚАЙСЫБІР ЖОЛДАРЫ 

 

Сағындықов Б.Ж. 

Сәтбаев университеті, Алматы қаласы, Қазақстан 

E-mail: bimurat55@gmail.com 

 

       0 1 2 3 0a x y a x y a x y a x y                                                          (1) 

біртекті теңдеуін қарастырайық. х ӛсінің қайсыбір ,a b   аралығында  0 0a x   дейік. 

Сонда 

              0y x p x y x q x y x r x y x                                                 (2)  
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теңдеуі алынады. Мұнда  
 

 
1

0

a x
p x

a x
 ,  

 

 
2

0

a x
q x

a x
 ,  

 

 
3

0

a x
r x

a x
 .    

І. (1) теңдеуді тұрақты коэффициентті дифференциалдық теңдеуге келтірудің 

қайсыбір тәсілін қарастырайық. Ол үшін ізделініп отырған шешімді  

     y x u x v x                                                             (3) 

түрінде іздейік. Бұл жерде  u(x) - ізделініп отырған жаңа функция, ал v(x)  функциясын (1) 

теңдеуді тұрақты коэффициентті теңдеуге келтіретін шартты қанағаттандыратындай етіп 

іріктеп таңдап алады. 

Әрі қарай ізделініп отырған шешімнің сәйкес туындыларын тауып, (1) теңдеуге 

қоялық: 

 y x u v uv    ,   2y x u v u v uv       ,   3 3y x u v u v u v uv          . 

Сонда  

           
3 3

2 0
v v v v v v

u p x u q x p x u r x q x p x u
v v v v v v

          
                

     
           (4) 

теңдеуі алынады. 

(4) теңдеу біртекті тұрақты коэффициентті үшінші ретті сызықты дифференциалдық 

теңдеуге кӛшу үшін  

 
 

 
1

3v x
p x C

v x


  ,                                                           (5) 

   
 

 

 

 
2

3
2

v x v x
q x p x C

v x v x

 
   ,                                     (6) 

   
 

 
 

 

 

 

 
3

v x v x v x
r x q x p x C

v x v x v x

  
                          (7) 

шарттарының орындалуы қажетті және жеткілікті. Мұнда C1, C2 және C3 – тұрақтылар. 

Сонда (5) теңдеудің жалпы шешімі 

   
1

exp
3 3

a
v x x p x dx

 
  

 
                                              (8) 

формуласы бойынша табылады. 

Бұл жерде v(x) функциясы (4) теңдеуден 0u au bu cu       түріндегі тұрақты 

коэффициентті теңдеуге кӛшудің қажетті шартын кӛрсетеді. Ал (7) және (8) формулалар 

жоғарыда кӛрсетілген тәсіл үшін келтірудің жеткілікті шарттарын кӛрсетеді. 

Жалпылықты бұзбай кез келген a тұрақтысын нӛлге тең деп алсақ, онда жоғарыдағы 

шарттар тӛмендегі түрде жазылады: 

     

         

2

3

1
,

3

1 2 1
.

3 27 3

q x p x p x const

r x q x p x p x p x const

  

   

                 (10) 

Мысал ретінде [2] алынған біртекті айнымалы коэффициентті дифференциалдық 

теңдеуді интегралдайық 

         2 2 3 33 3 0y x axy x a x y x a x b y x       ,               (11) 

мұнда a, b – тұрақтылар.  

Шешуі. (10) шарттардың орындалуын тексерейік: 

     2 2 2 2 21 1
3 9 3

3 3
q x p x p x a x a x a const      , 

         3 3 3 3 3 3 31 2 1 1 2
9 27

3 27 3 3 27
r x q x p x p x p x a x b a x a x b const         . 



131 
 

Одан әрі (8) формула бойынша   21
exp

2
v x ax

 
  

 
 функциясын табамыз. Демек 

берілген теңдеу  

        21
exp

2
y x u x v x u x ax

 
    

 
 

алмастыруының кӛмегімен       3 0u x au x bu x     түріндегі біртекті тұрақты 

коэффициентті үшінші ретті сызықты дифференциалдық теңдеуге келтіріледі. Соңғы 

теңдеудің жалпы шешімін табу қиындық туғызбайды. 

ІІ. Айнымалы коэффициентті дифференциалдық теңдеулерді барлығына ортақ 

квадратурада интегралдайтын тәсіл жоқ. Сондықтан бұл мақалада (1) теңдеудің 

коэффициенттерін зерттей отыра оның бір дербес шешімін табу жолын қарастырамыз. Ол 

үшін (1) теңдеудің коэффициенттерін келесі түрде топтастырайық: 

   0 1 0 2 3 0a y a a y a y a y         

немесе 

     0 1 0 1 0 2 3 0a y a a y a a a y a y                                 (12) 

Теорема. Егер (12) теңдеудің, яғни бастапқы (1) теңдеудің коэффициенттерінің 

арасында  

   3 01
1 0 2 1 0 2 3

3 0 0

a aa
a a a a a a a

a a a

             
 

                       (13) 

түріндегі теңдік орын алса, онда (1) теңдеудің бір дербес шешімі 

  3
1

1 0 2

exp
a

y x dx
a a a

 
  

   
                                                      (14) 

формуласы бойынша анықталады. 

Келесі қадамда (14) шарт орындалатындай айнымалы коэффициентті 

дифференциалдық теңдеулердің класын құрайық: 

1)    1 0a x a x  делік, сонда (13) теңдіктен  2a x  коэффициенті үшін 

 
 

 
   3

2 2 3

3

a x
a x a x a x

a x


     

түріндегі сызықты дифференциалдық теңдеу алынады және оның жалпы шешімі  

    2 3a x a x C x   теңдігі арқылы табылады. Демек 

3 23 sin sin 0x y x y x x y x y        , 

sin cos 0x xx y x y xe y e y         

теңдеулеріне ортақ бір дербес шешім  1y x x  функциясы болады. Шын мәнісінде, егер (14) 

шарт орындалса, онда (1) теңдеудің бір дербес шешімі  0a x  және  1a x  коэффициенттеріне 

тәуелсіз. 

2)    1 0a x a x  делік, сонда (13) сызықты теңдеудің жалпы шешімі келесі түрде 

жазылады 
1 1

0 03
1 0 2 0

0

a a
dx dx

a aa
a a a e C a e dx

a

  
      

 
 

 .                                (15) 

Қорыта айтқанда, егер (13) теңдеудің коэффициенттерінің арасында (15) теңдік орын 

алса, онда оның бір дербес шешімі (14) формула бойынша анықталады. 
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Мысалы,  2 2 sin sin 0xy x y x x y x x y         теңдеуінің бір дербес шешімі (14) 

формула бойынша табылған 

2

2

x

y e


  функциясы болады. 

Тексеру:  
2

2

x

y x xe


   ,     
2

22 1
x

y x e x


   ,    
2

32 3
x

y x e x x


    . Сонда 

   
2

2 4 2 4 2 222 sin sin 3 2 sin sin 0.
x

xy x y x x y x x y e x x x x x x x x x


                 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРОМБООБРАЗОВАНИЯ В КРОВИ 

 

Сарсенова Б.Е., Маусумбекова С.Д. 

Казахский Национальный университет имени аль-Фараби, Алматы, Казахстан 

sarsenova.balzhan@gmail.com 

 

Гемостаз – естественный процесс прекращения чрезмерного кровотечения в случае 

травмы. Тромбоз часто связан с патологическими состояниями и является образованием 

сгустков крови (тромбов) внутри сосудистой камеры из-за повреждения эндотелия или 

других причин, препятствующих кровообращению. Чтобы выявить причины таких 

заболеваний, нам необходимо знать взаимосвязь тромбообразования и разрыва с его 

динамическими механическими свойствами. Это требует понимания молекулярной основы и 

механизмов, которыми управляют механические свойства сгустка.  

Тромбы гораздо чаще и легче образуются в венах, где ток крови медленнее, чем в 

артериях. Тромбообразованию способствует сердечная недостаточность, при которой ток 

крови замедлен. Однако только замедление крови не приводит к тромбозу сосудов. Так, в 

сосуде, с двух сторон перевязанном лигатурой, где кровоток прекращен, кровь остается 

жидкой. Следовательно, замедление тока крови не является причиной тромбообразования, не 

способствует ему. 

Изменение состава крови, особенно повышение свертываемости ее, создает 

благоприятные условия для тромбообразования. Это бывает при ряде заболеваний, 

нарушениях обмена веществ, при введении в кровь гипертонических растворов хлористого 

натрия, экстрактов из органов и т.д.  

Изучение тромбоза имеет решающее значение для понимания и развития новых 

методов лечения таких заболеваний, как тромбоз глубоких вен, диабетические инсульты, 

легочная эмболия. Последние два десятилетия наблюдается рост исследований, связанных с 

образованием сгустка крови с использованием вычислительных инструментов и 

экспериментов [1,2]. Несмотря на этот рост, полный механизм формирования тромбов и 

гемостаза пока не известен. Вычислительные модели и методы, используемые в этих целях 

разнообразны в пространственно-временных масштабах, но нет единой модели, которая 

могла бы предсказать как физиологические, так и механические свойства сгустка крови.  

Динамика кровотока в кровеносных сосудах с тромбами является одной из актуальных 

проблем гемодинамики. Различные методы экспериментов используются для 

прогнозирования возникновения стеноза в крови. Однако наиболее интересными являются 

математические методы для расчета параметров гемодинамики в области образования 
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тромбов [3-5]. Построение численных моделей является основным средством изучения 

реальных проблем гемодинамики, что связано со сложностью биологической системы, 

функционирование которой нелинейно зависит от большого числа факторов, тогда как 

аналитические методы решения имеют очень узкую область применения.  

 Способность обеспечить быструю локальную реакцию организма в ответ на мест-

ные нарушения нормальных условий потока является особенностью системы свертывания 

крови. В крови свертывание активируется факторами, которые высвобождаются в месте по-

вреждения. Эти факторы вызывают каскад биохимических реакций, приводящих к появле-

нию тромбина. Некоторые компоненты ингибирующей системы, такие как белок С, пред-

ставляют собой ферменты, активация которого инициируется непосредственно тромбином.  

На сегодняшний день были разработаны ряд математических моделей, которые 

описывают кинематику свертывания крови [5-9]. Математическая модель строится с учетом 

того факта, что динамика системы свертывания крови определяется двумя факторами: 

факторы коагуляция и факторы, препятствующие коагуляции.  

Математическое моделирование позволило воспроизвести динамику роста тромба в 

сосуде и исследовать его поведение в различных условиях – например, при повреждении 

сосудистой стенки.  

 

 Физическая постановка задачи 

 Проблема рассматривается в двумерной постановке, кровяной поток считается 

несжимаемой жидкостью. В качестве участка сосуда принимается канал длиной L и высотой 

H, вся область D. Исходными является система уравнений Навье-Стокса, дополненная 

уравнением неразрывности. Расчетная область приведена на рис. 1, где показана 

атеросклеротическая бляшка размером D0 (область стеноза). На отрезке        сделаем 

отрез, где будет формироваться тромб. 

 

 
     

 

Рисунок 1. Расчетная область 

 

Математическая модель 

            В этой модели свертывания крови кровь рассматривается как несжимаемая жидкость с 

постоянной вязкостью. Механизмы реакции, обеспечивающие производство 

антикоагулянтных факторов не изучено полностью, поэтому в этой статье мы ограничимся 

упрощенной математической моделью, описывающей кинетику производства и диффузии в 

пространстве и зависящей только от двух факторов: коэффициент свертывания тромбина и 

фактор свертывания крови [7]. Математическая модель сводится к двумерному 

нестационарному уравнению для течения вязкой несжимаемой жидкости, дополненной 

членами конвективного транспорта метаболитов. 

Система исходных уравнений запишется в безразмерном виде: 
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•       ,                     (1)                                           

• 
𝜕 

𝜕 
 (  )       ∆ ,                                           (2) 

• 
𝜕 

𝜕 
   ∆     (  )  

   

    
   𝜙     ,                (3) 

• 
𝜕𝜙

𝜕 
   ∆𝜙     ( 𝜙)    (  

𝜙 

𝜙 
 )    𝜙,              (4) 

• 
𝜕𝜓

𝜕 
   (5) 

где          ь                                у     - динамическая вязкость, 

     ц     ц                         (       ), 𝜙 – концентрация ингибитора. 

Тромбин катализирует превращение предшественника фибрина - фибриногена в мономер 

фибрина, концентрация которого обозначается  . Здесь       - коэффициенты диффузии, 

     - кинетические параметры. Кинетический член 
   

    
 описывает активационный 

автокатализ. Нелинейный член в (4) уравнении имитирует продукцию ингибитора. 

Кинетические члены       𝜙 описывают пассивные побеги метаболитов. Уравнение (5) 

показывает, что образуется фибрин главным образом из-за реакций тромбина.  

 

Начальные и граничные условия 

В качестве начальных данных задаются исходные поля скорости. Начальный профиль 

скорости задается следующим образом: 

 

 (     )         𝑤(     )                              
 

Для метаболитов возьмем следующие начальные значения: 

 

 (     )       (     )     𝜙(     )    
 

  В области           (     )   ,   𝜙(     )   .  

 

Граничные условия 

Во входном сечении рассматриваемой области, то есть при    значения скорости 

совпадают с начальными условиями: 

 

 (     )   (     ) 𝑤(     )                             

 

На выходе, то есть при   используются следующие условия: 

 
  

  
          (  𝑤)             

 

 

На нижней и верхней границе рассматриваемой области, то есть при     и   
  задаются условие прилипания или стенки: 

 

 (     )        𝑤(     )                           

  

Метод решения 

Для численного решения сформулированной задачи применяется метод расщепления, 

описанный Белоцерковским. Здесь для аппроксимации конвективных членов использованы 

разности против потока, что приводит к повышению устойчивости расчетного алгоритма для 

более высоких чисел Рейнольдса и Пекле. Пусть в некоторый момент времени     Δ , (Δ  – 
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шаг по времени,   – число шагов) известны поля скорости   (  𝑤), давления  . Тогда 

определение неизвестных функций в момент времени      (   )Δ  представляется в 

виде трехэтапной схемы расщепления. 

На первом этапе определяются промежуточные значения скорости по уравнениям 

 
 ̃  

Δ 
   

𝜕 

𝜕 
 𝑤
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𝜕𝑧
 

 

  
.
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𝜕𝑧 /   (    ),              (6) 
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𝜕  

𝜕𝑧 /   (𝑤  𝑤 ).          (7) 

 

На втором этапе по вычисленным на первым этапе промежуточным значениям 

скорости расчитывается поле давления по уравнению Пуассона: 
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𝜕𝑧
).                    (8) 

М         у          На третьем этапе определяется окончательные (на временном слое   ) значения 

скорости по уравнениям 
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𝜕 
,                      (9) 
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𝜕𝑧
.                     (10) 

 

Для решения уравнений, описывающих динамику распределения основных 

метаболитов системы свертывания крови, применялась неявная схема второго порядка 

аппроксимации по пространственным переменным. 

После процедура обезразмеривания система (3) - (5) перепишется со следующим 

выбором характерных масштабов: концентрации    и𝜙 , как: 
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 где  
 

   
       

  

 
           ̅̅ ̅           ̅̅ ̅  b  

𝛽  

𝜙   
    

𝜙 

 
     

  

𝜈
. 

Модель описывает образование в крови, вследствие химических реакций, ключевых 

регуляторов полимеризации фибрина – активатора свертывания (тромбина) и ингибитора 

(протеина С). Распределение обоих метаболитов по пространству управляет ростом тромба.  

Для решения уравнения, описывающих динамику распределения основных 

метаболитов системы свертывания крови, применялась неявная схема второго порядка 

аппроксимации по пространственным переменным. 

 Результаты и их анализ 

 

Динамика тромбообразования определяется взаимодействием активатора и 

ингибитора. Приведенные на рисунках результаты соответствуют относительно невысоким 

скоростям кровотока.  Концентрационная волна активатора, имеющая в безконвективных 
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условиях скорость    √  (    )  формирует полимеризирующий сгусток, который 

перекрывает кровоток, имеющий скорость  . Остановка кровотечения в результате роста 

тромба возможна когда эти скорости соизмеримы. Противодействие течения автоволне 

свертывания может быть охарактеризована безразмерным параметром          

  √  (    ). 

 

На рисунке 2 приведены результаты расчетов при следующих параметрах: Re=0.01, 

Pe=10, Gu=2.7 в разные моменты времени.  

 

 

 (a)  

(b) 

 
                                                              (c) 

Рисунок 2 – динамика формирования тромба в моменты времени t=100 (a), t=400 (b), t=500 

(c). Участок сосуда. Место повреждения сосудистой стенки отмечено черным цветом. 

 

 Видно, что свертывание за счет повышения концентрации активатора – тромбина 

сопровождается формированием полимерного сгустка – тромба, вытесняющего кровоток из 

области, прилегающей к месту первичного повреждения.  

 

На рисунке 3 приведены результаты расчетов при следующих параметрах: Re=2, 

Pe=24, Gu=2.7 в разные моменты времени.  

Увеличение значения числа Рейнольдса ведет к сносу тромба по направлению потока, 

тромб принимает несимметричную форму как это было в первом случае.  
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(a) 

 
                                                             (b) 

 
                                                             (c) 

Рис 3 – динамика формирования тромба в моменты времени t=100 (a), t=400 (b), t=500 (c). 

 

Размер области повреждения и интенсивность активации свертывания в этой области 

выступают в качестве параметров задачи. Локальная активация системы свертывания 

запускает процесс формирования первичного фибринового сгустка, его рост приводит к 

вытеснению течения из области тромба. 

Остановка кровотечения в результате роста тромба возможна, когда эти скорости 

соизмеримы. Противодействие течения автоволне свертывания может быть охарактеризована 

безразмерным параметром Gu. Были получены результаты экспериментов, где изменение 

числа Gu приводит к интенсивности конвективного переноса тромба. Волна 

противосвертывания останавливает дальнейший рост тромба, оттеснение кровотока 

происходит более существенно, дальнейшие численные эксперименты показали, что в этих 

условиях не происходит отрыва тромба (рис 3). 

Заключение 

Прогнозирование роста тромба в реальном времени и пространстве ранее не было 

сделано и обеспечивает интересный взгляд на динамику тромбоза. Кроме того, эта модель 

позволяет нам исследовать влияние тромбов на локальную жидкость динамики и других со-

седних тромбов.  

На основе решения уравнений диффузионного типа продемонстрирована зависимость 

формы тромба от числа Рейнольдса.  

Расчеты формирования тромбоцитарного тромба с учетом изменения формы сосуда 

показывают, что тромб активно утолщается с подветренной стороны поврежденного участка. 
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При росте тромбов в форме нитей необходимо использовать более сложные модели, вклю-

чающие в себя решение уравнений Навье–Стокса в изменяющейся со временем области и 

различные способы описания переноса частиц. Для формирования тромбов сложной формы 

при больших числах Рейнольдса существенным становится наличие вихрей и возвратных 

течений, особенно при больших временах.  
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Математические методы теории систем массового обслуживания (СМО) обеспечива-

ют возможность оценить вероятностно-временных характеристик узлов и компонент СМО, 

характеристик качества функционирования и рассчитать показатели эффективности еѐ рабо-

ты. 

 В теории массового обслуживания для исследования реального объекта важным эта-

пом является формальное описание функционирования этого объекта. СМО считается задан-

ной, если полностью описаны следующие ее компоненты [2, 4]: 

 - входящий поток требований (заявок, запросов); 

 - количество и типы обслуживающих устройств (приборов); 

 - длина очереди (емкости накопителей-буферов); 

 - время обслуживания заявок; 

 - дисциплина обслуживания (порядок обработки запроса). 

 Наиболее хорошо изученными системами массового обслуживания являются систе-

мы, в которых входящий поток заявок является простейшим. Для того, чтобы поток был про-

стейшим, необходимо и достаточно, чтобы он был рекуррентным с показательным распреде-

лением длин интервалов между моментами поступления требований:   ( )        . Это 
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свойство для показательной случайной величины   в терминах условных вероятностей запи-

сывается следующим образом [2]: 

 

 *    𝜏    +   *  𝜏+. 
 

В классических приложениях теории потоков случайных событий рассматривается, 

как известно, в большинстве случаев лишь простейший вид таких потоков, когда вероят-

ность наступления k событий в произвольно взятом промежутке времени длины t дается 

формулой [1,2] 

 

  (t)=    (  ) 

  
 

 

где     постоянная.  

Такой поток предполагается обычно потоком без последействия. Это означает, что 

для любой конечной подгруппы попарно не пересекающихся промежутков времени числа 

наступающих в этих промежутках событий представляют собой взаимно независимые слу-

чайные величины. 

Относительно процесса обслуживания запросов в системе обычно предполагается, что 

обслуживание рекуррентное, то есть времена обслуживания последовательных запросов яв-

ляется независимыми одинаково распределенными случайными величинами. Функция рас-

пределения обозначается обычно через  ( ). Предполагается, что  (  )   , то есть исклю-

чается возможность мгновенного обслуживания заявки. 

 Процесс обработки требований (запросов) во многих реальных системах состоит из их 

последовательной обработки в нескольких обслуживающих устройствах. Системы такого 

вида получили название многофазных СМО и кодируются в виде последовательности сим-

волов  [3, 4] 

 

A1|B1|n1|m1 B2|n2|m2 …  Br|nr|mr, 

 

где   A1 – входящий поток на вход цепочки из r последовательных обслуживающих 

устройств; 

 Bk, nk, mk (k=1,…,r) – соответственно, распределение времени обслуживания, число 

параллельных каналов и число мест в буфере для ожидания в k-м звене цепочки; 

 символ () – переход запроса на вход следующего обслуживающего устройства по 

окончании его обслуживания в предыдущем. 

Для исследования выходящего потока системы GI│GI│∞ рассмотрим систему массо-

вого обслуживания с неограниченным числом приборов, на вход которой поступает рекур-

рентный поток заявок, определяемый функцией распределения A(x) длин интервалов между 

моментами наступления его событий. Время обслуживания поступающих заявок будем счи-

тать случайным, с функцией распределения B(x), одинаковой для всех заявок.  

Обозначим z(t)–длину интервала от момента t до момента наступления следующего 

события в рекуррентном потоке, n(t)–число событий просеянного потока, наступивших к 

моменту времени t. 

 Будем исследовать двумерный марковский процесс {z(t), n(t)} [5, 6].  

 Для распределения 

 

P(z,n,t) = P{z(t) <z,n(t) = n} 

 

можно записать следующие равенства: 
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Откуда получим систему дифференциальных уравнений Чэпмена- Колмогорова 
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где j = −1 – мнимая единица, из системы (1) получим уравнение для функций H(z,u,t) 
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Будем полагать, что B(x)=B1(x/b), где B1(x) – заданная функция распределения случай-

ной величины с единичным математическим ожиданием. Обозначим ε = 1/ b , в уравнении 

(3) выполним замены 

 

τ = εt, H(z,u,t) = F(z,u, τ,ε) , S(t) = S1(τ,ε) ,                                           (4) 
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Полагая, что функция B1(x) дважды дифференцируема, вероятность S1(τ,ε) можно за-

писать в виде 
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тогда для F(z,u, τ, ε) получим уравнение 
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 Имеет место следующая теорема [5, 6].  

Теорема. Предельное, при ε→0 , значение F(z,u,τ) решения F(z,u, τ, ε)уравнения (6) 

имеет вид 
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где величина a определена равенством 
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Выполнив предельный переход при z → ∞ , учитывая 

 (    𝜏)    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗       (  𝜏),  получим функцию F(u, τ) : 

 

 (  𝜏)     2
 

 
 (     ),  (  )    (   𝜏)-3.                          (9) 

 

Тогда с учетом замен (4) можно записать асимптотическое, при ε→0 , приближенное 

равенство 
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поэтому для характеристической функции величины n(t) запишем 

 

     ( ) (   )     2(     )
 

 
  ( )3. 

 

При t = bT1получим 

 

     (   )       (     )     {(     )
 

 
  (   )}  

 

устремляя в котором T1→∞ для характеристической функции величины m(T) 

получим 

 

     ( ) (     )     2(     )
 

 
 3.                                             (10) 

 

Таким образом, мы получили, что в условиях растущего времени обслуживания число 

обслуженных заявок в системе GI│GI│∞ за время T имеет распределение Пуассона с пара-

метром T/a , где a – среднее значение длины интервала между моментами наступления собы-

тий в рекуррентном потоке. Следовательно, выходящий поток этой системы в условиях рас-

тущего времени обслуживания является простейшим, интенсивность которого в стационар-

ном режиме функционирования системы массового обслуживания естественно совпадает с 

интенсивностью 1/a входящего потока. 

 Теперь рассмотрим линейную двухфазную систему массового обслуживания, с после-

довательными каналами, в которой распределение выходящего потока одного канала являет-

ся входящим потоком для следующего канала [3, 4]. 

Входящий поток с интенсивностью   считается простейшим, а также время пребыва-

ния требований на каждой фазе есть экспоненциально распределенная случайная величина с 

параметром 1 для первой и 2  – для второй фазы. При этом вероятность перехода требова-

ния с первой фазы на вторую равна r , а с вероятностью r1   - покидает систему. 

Состояние данной системы определим двумерным вектором  ji, , где i  – количество 

требований на первой фазе, j  – количество требований на второй фазе. Изменение данного 

вектора во времени образует марковский процесс  )(),( tjti . Введем следующее обозначение 

))(,)((),,( jtjitiPtjiP  .  

В случае пуассоновского потока с параметром  , поступающего в первый из двух по-

следовательных каналов, имеющих экспоненциальное время обслуживания с параметрами 1 

и 2 соответственно, имеем следующие уравнения для переходного состояния 3, 4: 
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и заданным начальным условиям ),(),,( 00 jiPtjiP  . 

Найдем стационарное распределение вероятностей ),( jiP  состояния СМО. Полагаем, 

что 0t , тогда производящая функция имеет вид: 
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из которого следует, что )()(),( 21 jPiPjiP  ,                               
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Полученное распределение ),,( tjiP  дает возможность сделать вывод о том, что ана-

логично случаю стационарного режима, в нестационарном режиме компоненты )(ti  и )(tj  в 

один и тот же момент времени t  также являются стохастически независимыми и подчиняют-

ся распределению Пуассона. 
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БІРДЕҢГЕЙЛІ ТЕСТ ҚҦРУ АЛГОРИТМІ 

 

Тӛлебаева Г.М. 

Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университеті, Астана, Қазақстан 
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Ғылыми жетекші Габбасов М.Б. 

 

Білім мен техника дамыған бүгінгі заманда оқу орындарында білім алушылардың алған 

білімдерін сараптау тұрғысында тестілеу тәсілі күннен күнге кең етек алып келеді. Сӛйте 

тұра бүгінгі күнге дейін тестті дайындау мен оның нәтижесін талдау жӛнінде белгілі бір 

заңдылыққа негізделген тұжырымдар аз. Ғылыми негізделіп, дұрыс құрастырылған тестті 

жүйелі пайдалану оқыту сапасын жақсартуға кӛмектеседі. Студенттер мен оқушылардың 

білімін тексеру үшін тестілеуді кеңінен енгізу білімді тексерудегі тестілеу жүйесінің 

теориялық негізін жасауды және тестті құру мен тест нәтижелерін қайта ӛңдеуге дейінгі 
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тестілеу процестерін автоматтандыратын қолданбалы программалардың дайын пакеттерін 

құруды қажет етеді[1].  

Бұл жұмыстың мақсаты - обьективті және бірдеңгейлі тест жасау алгоритмін құру. 

Біздің тәсіліміздің негізгі қағидасы тест тапсырмаларының жинағын және тест құру үрдісін 

бӛліктеу болып табылады.  

Белгілі бір пәннен n  сұрақ бар,  барлық сұрақтар m  тақырыпқа бӛлінген. t -шы 

тақырыптағы барлық сұрақтар саны - tn . Қайталанбайтын әртүрлі сұрақтар жиынтығын 

билет деп атаймыз. Бір билетте k  сұрақ, яғни t -шы тақырып бойынша tk  сұрақ бар, 

kk

m

t

t 
1

. t -шы тақырыптағы j -шы сұрақтың қиындық деңгейі - 
t
ja [2].  

[3] жұмыстағы объективті тест құру алгоритмі кӛмегімен қиындық деңгейі әртүрлі 

сұрақтардан объективті тест құруға болады. Бірақ ол теңдеңгейлі тест болмауы мүмкін. 

Бізге l  нұсқадан тұратын обьективті және бірдеңгейлі тест құру керек болсын. Ол 

тестті  t
ijx  кестесі түрінде қарастырамыз, мұндағы tnjlimt ,...,2,1;,...,2,1;,...,2,1 

және егер t -шы тақырыптың j -шы сұрағы i -шы билетке кірсе ,1t
ijx басқа жағдайда 

0t
ijx . Онда i шы билеттің қиындық деңгейі 

t
ij

m

t

n

j

t
ji xa

t


 



1 1

 [2]. 

Әрбір тақырыптан құрылған тесттер объективті және теңдеңгейлі болса, олардың 

қосындысынан құрылған тест те объективті және теңдеңгейлі тест болады. Сондықтан 

теңдеңгейлі тест құру үшін тақырып біреу болатын жағдайды қарастырсақ жеткілікті. 

Тестілеудің ақпараттық жүйесінде сұрақтардың қиындық деңгейлеріy оқытушы 

белгілейді. Ол үшін ақпараттық жүйенің сұрақтардың деңгейін белгілейтін ыңғайлы 

интерфейсі болу керек. Тест сұрақтарының деңгейі білім алушының дайындық деңгейіне сай 

және тест сұрақтары әртүрлі деңгейде болғаны жӛн. Оқытушы тест құрастырғанда 

сұрақтардың қиындық деңгейін әртүрлі шкалада, мысалы, 5-баллдық, 10-баллдық, p -

баллдық немесе процент түрінде беруі мүмкін. Егер деңгейлер процент түрінде. берілсе, онда 

жүйе оны автоматты түрде tn  сұрақтарға жинақтап p -баллдық шкалаға келтіреді[4]. 

pp ,1,...,2,1   деңгейлік сұрақтар берілсе, олардың әрқайсысының барлық 

сұрақтардың ішіндегі санын x  немесе үлесін 
n

x  деп алынады. Сәйкесінше 




p

nx

1

  

екені белгілі. k  - бір билеттегі сұрақтар саны екенін ескеріп, 







x

n

k
 -  ші деңгей 

сұрақтарының бір билетте кездесетін минималды санын білдіреді. Ал 











p

x
n

k
k

1

  

билетте жетпеген сұрақтар саны. Теңдеңгейлі тест үшін әрбір   деңгейлік сұрақ әр билетте 

ең болмағанда 








  x

n

k
:  рет кездесуі қажет. Бұл тест билетіндегі тақырыптың барлық 

деңгейлерін қамтитындығын білдіреді[5]. Тест құру барысында тест тапсырмаларының 

минималды саны бойынша мәліметтерді 1-кестеден кӛруге болады.  

 

1 -кесте 
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Айталык, тесттің сұрактарынын қиындықтары 1-ден р-га дейін болсын. Онда егер 
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шамасына тең болады. 1-теңсіздіктің екі жағы теңесіп, интервал дәл анықталады. 

Осылайша сұрақтардың қиындық деңгейі әртүрлі болғанда келесі есеп қойылады: 
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2-5 шарттары орындалатындай  
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


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және 6-шарты орындалатындай  

   ijjtij xnjmtliyY  ,...,2,1;,...,2,1;,...,2,1,  

матрицаларын анықтау. 

Егер 1ijx  болса, онда t-шы тақырыптың 
j  деңгейдің j -шы сұрағы тесттің i -ші 

билетіне кіреді дегенді білдіреді. 

2-6 есептің сандық шешімін табу үшін келесі алгоритм ұсынылады. 
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1-қадам. Алдымен тест жинағындағы барлық сұрақтардың саны n , билеттер саны l , 

бәр билеттегі сұрақтар саны k , ,...,2,1  деңгейлер және тест жинағындағы олардың саны 

x  енгізіледі.  ijyY   матрицасының әрбір i ші жолындағы   деңгей сұрақтарының ең 

аз дегенде неше рет кездесу қажеттігі анықталады. 

2-қадам. Барлық ji, үшін 0ijx  меншіктеледі. Ал  ijj xY   матрицасы X  

матрицасының мәндеріне сәйкес анықталады. 

3-қадам. Координатасы 00 , ji болатын ұяшықты кездейсоқ таңдап, 1
00
jix  

меншіктеледі.  njliyY ij ,...,2,1;,...,2,1,   матрицасы

 njlixX ij ,...,2,1;,...,2,1,  матрицасының мәндеріне сәйкес қайта анықталып 

отырады. 

4-қадам. Әрбір ji,  ұяшығы және әрбір   деңгей үшін  






























0x егер),)()((

1xегер,0

ij

11

ij





x

ij

l

i

ijj

n

j

iji

ij
xx

n

k
xqxk

s  

сұраныс мәні есептеледі. 

5-қадам. ij
jit

ss
,,

0 max  есептеледі, егер 00 s  болса, онда 0ssij   болатын барлық 

ұяшықтар анықталады. Егер 00 s  болса, 8-қадамға ӛтеді, басқа жағдайда 6-қадам 

орындалады. 

6-қадам. 0ssij   шартын қанағаттандыратын ұяшықтардың ішінен  00 , ji  ұяшығын 

кездейсоқ таңдап, 0i  жолы үшін 1
00
jix , ijjiy 

00
, болғандағы 
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i xxw
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мәні есептеледі. Егер 0
0
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jix ,

000 ijjiy   қойылады, ал егер 0
0
iw  

болса, онда 
0ssij   шартын қанағаттандыратын ұяшықтардың ішінен басқа бір  00 , ji  

ұяшығы таңдалады және 6-қадам қайта орындалады. Егер 
0ssij   шартын 

қанағаттандыратын барлық ұяшықтар таңдалынып қойылса және олардың ешқайсысына 

бірлік меншіктелмесе, 
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ssji
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ij 0;,
1 max


  болатын 

1ssij   шартын қанағаттандыратын барлық 

ұяшықтарға қайталанады. 

6-қадам. 0ssij   шартын қанағаттандыратын ұяшықтардың ішінен  00 , ji  ұяшығын 

кездейсоқ таңдап, 0i  жолы үшін 1
00
jix  болғандағы 
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i xxw

1 1

10
01

0
min  мәні 

есептеледі. Егер 0
0
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00
jix  және jjiy 
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 қойылады, ал егер 0
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iw  

болса, онда 0ssij   шартын қанағаттандыратын ұяшықтардың ішінен басқа бір  00 , ji  

ұяшығы таңдалады және 6-қадам қайта орындалады. Егер 
0ssij   шартын 

қанағаттандыратын барлық ұяшықтар таңдалынып қойылса және олардың ешқайсысына 1 
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меншіктелмесе, ij
ssji

ss
ij 0;,

1 max


  болатын 
1ssij   шартын қанағаттандыратын барлық 

ұяшықтарға қайталанады. 

7-қадам. 4-қадам орындалады. 

8-қадам.  njlixX ij ,...,2,1;,...,2,1,   матрицасы үшін 
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ij kx

11 1

 

шарты тексеріледі, егер шарт орындалса, онда есеп шешілді. Егер орындалмаса, 9-қадам 

орындалады. 

4-қадамда  njliyY ij ,...,2,1;,...,2,1,   матрицасы j  деңгейлердегі 

сұрақтардың минималды саны бойынша толтырылған еді. Егер kx
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  сұрақ жетпейді дегенді білдіреді. Яғни 

 njliyY ij ,...,2,1;,...,2,1,   матрицасында j -лардың 
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толтыру керек. 

9-қадам.Сондықтан әрбір ji,  ұяшығы үшін  
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сұраныс мәні есептеледі. 

10-қадам. ij
jit

ss
,,

0 max  есептеледі, егер 00 s  болса, онда 0ssij   болатын барлық 

ұяшықтар анықталады. Егер 00 s  болса, 13-қадамға ӛтеді, басқа жағдайда 11-қадамға. 

11-қадамда 
0ssij   шартын қанағаттандыратын ұяшықтардың ішінен басқа бір 

 00 , ji  ұяшығы табылатындығын кӛрсету үшін 
0ssij   шартын қанағаттандыратын 

 00 , ji  ұяшығы табылмайды деп кері жоримыз. Яғни кез келген жолда тура k  сұрақ, ал кез 

келген бағанда тура q  сұрақ бар дегенді білдіреді. Яғни X  матрицасында тура lk   1-лер 

бар. Бұл жағдай тек қана  00 s  болғанда ғана орындалады. Сондықтан қайшылыққа 

келеміз. Яғни 
0ssij   шартын қанағаттандыратын ұяшықтардың ішінен басқа бір  00 , ji  

ұяшығы әрқашан да табылады 

12-қадам. 9-қадам орындалады. 

13-қадам. 
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 шарты тексеріледі, егер орындалса, онда есеп 

шешілді. Егер орындалмаса, 14-қадам орындалады. 
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14-қадам. 

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jijji qxx
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0000
,1 және 





n

j

iji kx

1

00
болатын  00 , ji  ұяшығы 

анықталады. Онда 0,0,1
011011


jijiji
xxx  (7) болатындай  11 , ji   ұяшығы табылады.  

Егер сондай ұяшық бар болса,  ijxX   матрицасы келесідей түрде қайта 

анықталады. 1,1,0
011011


jijiji
xxx  . 

Сәйкесінше  njliyY ij ,...,2,1;,...,2,1,   матрицасы  ijxX   матрицасының 

мәндеріне сәйкес анықталады. 13-қадам орындалады. 

 ijxX   матрицасы үшін 

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jijji qxx
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0000
,1 және 
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iji kx
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00
болған 

жағдайда 14-қадамда 7-теңдікті қанағаттандыратын ұяшық әрқашан табылатындығы [3] 

жұмыста дәлелденген. Сәйкесінше  ijyY   матрицасы үшін де 14-қадам орындалады. 

Себебі X ,Y  матрицалары бір-бірінен тәуелді.  

Тесттегі әрбір билетке объективтілік және теңдеңгейлік шарты орындалса, онда есеп 

шешілді.  

Теорема. Берілген алгоритмді қолданып анықталған матрица 2-6 есептің шешімі  

X  матрицасының әрбір жолы үшін 5 шарт орындалады, Егер белгілі бір 21,ii

жолдары үшін 0
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jiji yy  болса, тестте бірдей билеттер 

кездеседі деген сӛз. 6,11-қадамдар 21,ii жолдарыныдағы сәйкес элементтер бірдей болмауын 

қамтамасыз етеді.  

Құрылған Y  матрицасының әрбір жолы үшін 6-теңсіздік орындалады. Себебі тесттегі 
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элементтердің қосындысы 6 интервалда әрқашан да жатады, ал белгілі бір 0i  үшін 6-
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   болып қалса, онда 14-қадамды орындауға болады.  
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2-6 есептің сандық шешімін алу алгоритмі 1-суретте блок-схема түрінде 

кӛрсетілген.Бұл алгоритм негізінде әртүрлі деңгейлі сұрақтардан тұратын обьективті және 

теңдеңгейлі тест құрылады. 
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1-сурет. Әртүрлі деңгейлі сұрақтардан тұратын объективті және теңдеңгейлі тест құру 

алгоритмінің блок-схемасы. 

 

Мысал: 2 тақырыпты қамтитын, әрқайсысы сәйкесінше 18 және 20 сұрақтық жинақтан 

5 және 6 сұрақтан тұратын 10 билет жасау керек болсын. Сұрақтардың қиындық деңгейі   

және x  берілген. Ұсынылған алгоритмді автоматтандыратын бағдарлама құрылды. 

Нәтижесінде 2-кестедегі матрицаны аламыз.  

2-кесте 

 

 

t=1 t=2 

 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1
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1
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1
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1
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2
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2
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3
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3
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3

6 

3

7 

3
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 l 1 2 1 2 3 i  

1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 2 2 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 3 0 0 18 

2 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 2 2 0 0 0 0 0 2 0 1 0 0 0 0 2 2 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 3 21 

3 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 2 2 2 0 0 0 3 0 0 0 0 0 19 

4 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 2 0 2 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 2 0 2 2 0 0 0 2 0 0 0 0 3 0 21 
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5 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 2 2 2 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 2 0 2 2 0 0 0 3 0 0 0 0 20 

6 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 1 1 0 1 0 2 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 3 0 18 

7 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 1 1 0 0 1 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0 3 0 0 0 18 

8 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 2 0 0 1 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 2 2 0 3 0 0 0 0 21 

9 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 2 0 2 2 0 0 1 0 0 0 2 0 2 2 0 0 0 0 3 3 0 0 0 0 22 

1

0 
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 2 0 0 1 1 1 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 18 

 

Тесттегі билеттердің иындық деңгейі [18;22] интервалында жатыр. Егер матрицаның 

ji,  ұяшығында 0-ден ӛзгеше сан тұрса яғни ол t шы тақырыптың j шы сұрағы i -шы 

билетке кіріп тұр дегенді білдіреді. Осы алгоритм кӛмегімен қолданушы тест сұрақтарының 

жинағынан объективті және теңдеңгейлі тест жасай алатын бағдарлама жасай алады. 
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ПОСТРОЕНИЕ ОНТОЛОГИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ И  

СОЗДАНИЕ БАЗЫ ЗНАНИЙ ТЕПЛОВОЗА 

 

Тулгабаев Д. 

Евразийский национальный университет имени Л.Н. Гумилева, Астана, Казахстан 

E-mail: sharalt@mail.ru 

 Прoцесс развития сoвременнoгooбществa хaрaктеризуется постоянно вoзрастающей 

рoлью инфoрмациoнных технoлoгий в нaукe, прoизвoдстве и упрaвлении. В пoследниe гoды 

увeличился oбъем инфoрмациoнных пoтoкoв и слoжнoсть oриентaции на инфoрмaциoнные 

рecурcы, что привeлo к неoбхoдимocти пoискa нoвых спoсoбoв хрaнeния, прeдcтавления, 

oргaнизaции и oбрaбoтки инфoрмaции в кoмпьютeрных и связaнных систeмaх. Oдним из 

рeзультатoв иccледoвaния cтaло пoявление онтологических технологий и их использование в 

информационных системах[1]. Онтология предметной области является формальной моде-

лью концептуальной структуры предметной области. В общеизвестной формулировке онто-

логия определяется как формальная спецификация концептуализации, которая имеет место в 

определенном контексте предметной области. 

 Онтологии являются инструментом системного анализа предметной области, который 

обеспечивает представление совокупности понятий, которые характеризуют предметную об-

ласть, и их отношения.  

Цeлью paбoты являeтся пoстpoeниe oнтoлoгичeскoй мoдeли и сoздaниe бaзы знаний 

тeплoвoзa.Пoстaвлeннaя цeль тpeбуeт peшeния тaких зaдaч, кaк: 

1. Иccлeдoвaние сущecтвующих мeтoдов и тeхнoлoгии пoстpoeния oнтoлoгии; 

2. Фopмиpoвaние oнтoлoгичeской мoдeли, oбeспeчивaющую вoзмoжнoсть aвтoмaтизaции 

бaзы знаний тeплoвoзa; 

https://e.mail.ru/compose/?mailto=mailto%3asharalt@mail.ru
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3. Paзpaбатывание мeтoда aвтoмaтизиpoвaннoгo пoстpoeния oнтoлoгии в oблacти дaнныx 

тeплoвoзa. 

4. Пocтpoение aлгopитмов, peaлизующих мeтoд aвтoмaтизиpoвaннoгo пocтpoeния oнтoлoгии 

и бaз знаний тeплoвoзa. 

Вначале была построена онтологическая модель предметной области тепловоза, которая по-

казана на рисунке 1. А также на рисунке 2 представлен вариант онтoлогии проeктирования 

тeпловоза. 

  

 
 

Рис.1 - Часть онтологии предметной области тепловоза 

 

 

 

 
 

 

Рис.2  - Вариант онтoлогии проeктирования тeпловоза 

Пpоeктиpовaниe создaниe бaзы знaний 

 В дaнной paботe peaлизуeтся систeмa «Бaзa знaний Тeпловоза», котоpaя 

пpeднaзнaчeнa для хpaнeния инфоpмaции опpeдeлeниe бaзы знaний тeпловозa. 



151 
 

«Бaзa знaний Тeпловозa» пpeдстaвляeт систeму упpaвлeния бaзой знaний, котоpaя позволяeт 

пpоизводить поиск по бaзe знaний по зaпpосу пользовaтeля. 

Пpогpaммa пpeдостaвляeт собой интepфeйс для упpaвлeния содepжимым бaзы знaний 

«Тeпловоз» в соотвeтствии с тpeбовaниями. Пользовaтeль имeeт возможность ввeсти зaпpос, 

котоpый относится к конкpeтной пpeдмeтной облaсти. 

С помощью создaнной базы знаний пользовaтeль сможeт осущeствить зaпpос к бaзe знaний и 

получить отвeт систeмы нa дaнный зaпpос. Отвeт должeн пpeдстaвлять поиск по дaнной 

тeмaтикe На заданный вопрос дaeтся опpeдeлeниe, что являeтся сущeствитeльным, глaголом, 

пpилaгaтeльным,  гипоним, холоним, синоним, aнтоним, омоним, мepоним, гипepоним, ко-

торый показан на рисунках 3 и 4.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.3 -  Окно пpиложeния «Бaзa знaний Тeпловозa» 

 Имeeтся полe для того, чтобы вводить зaпpос пользовaтeля, нa ввод которого зaпpосa 

нaклaдывaeтся несколько огpaничeний, а именно: 

-  они должны состоять нe болee 90 символов, потому что  поиск будет  пpоизводится по 

стpокe и по ввeдeнию зaпpосa можeт пpивeсти к некоторым зaдepжкaм paботы пpогpaммы; 

- Допустим, если пользовaтeль ввeдeт пустой зaпpос, то пpогpaммa будет  сообщать об этом 

пользовaтeлю и пpeдложит ввeсти запрос eщe paз. 

И тaкжe пользовaтeлю  будет доступнa истоpия зaпpосов: зaпpосы упоpядочeны в aлфaвит-

ном поpядкe.  

Поиск нaчинaeтся пpи нaжaтии кнопки «ПОИСК», eсли всe ввeдeно правильно, то пpогpaммa 

выдaст отвeт, или сообщит что не сущeствуют ответ  на заданный вопрос. 

Пpогpaммa выдaeт отвeт в видe спискa, в котоpом содepжится: 

- тeкст, то eсть сaм отвeт нa зaпpос пользовaтeля; нa котоpый дaeтся опpeдeлeниe, что яв-

ляeтся сущeствитeльным, глaголом, пpилaгaтeльным,  гипоним, холоним, синоним, aнтоним, 

омоним, мepоним, гипepоним. 

 

 
 

Рис.4 - Отвeт систeмы нa зaпpос пользовaтeля «Тeпловозa» 

 

Пpогpaммa выводит отвeт нe только в тeкстовой инфоpмaции, но и в графической, 

пользовaтeль двойным нaжaтиeм по нужному eго элeмeнту можeт получить гpaфичeскоe 
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пpeдстaвлeниe, для того чтобы, подpобно ознaкомиться с гpaфичeской инфоpмaциeй по дaн-

ному вопpосу. 

Для кaждого докумeнтa, который хpaнится в бaзe знaний, имeются кaтaлоги с гpaфичeскими 

фaйлaми докумeнтa. Это безусловно увeличивaeт тpeбовaния к объeму пaмяти компьютepa.  

Нa pисунке 5 пpeдстaвлeн eщe один пpимep зaпpосa к бaзe знaний и отвeтa систeмы. 

 
 

Pисунок 5 – Отвeт систeмы нa зaпpос пользовaтeля «Холодильнaя кaмepa» 

 

В рeзультате выпoлненной рaботы сoздано спeциальное прoграммное обeспечение, 

котoрое автoматизирует oперации включения пoнятий в онтoлогию предметной области. 

Прeдлагаемое решeние умeньшает кoличество операций, выпoлняемых вручную экспeртом 

предметной области в процессе создания онтологии, исключает влияние субъeктивности 

экспeрта и нeoбходимость принятия 9 интуитивных рeшений при включении нoвых пoнятий 

в онтoлогию[2]. Указанные свойства повышают потребительские кaчества и расширяют 

вoзможности прoграммных средств, испoльзуемых для пoстроения онтoлогии прeдметной 

oбласти, в случae примeнения в них рaзрaботaнного методa. 

 Заключение: Сoзданные онтoлогические мoдели и бaзы знаний тeпловоза, a 

тaкже прoграммные срeдства стaнут оснoвой для пoстроения систем ceмантически oриенти-

рованного дoступа к инфoрмационным рeсурсам, включaя нaвигациoнные и пoисковые 

систeмы, электрoнные oбучающие систeмы (в частнoсти, симуляторы тeпловозов), кoторые 

испoльзуют онтoлогическое структурирoвание элeменты знaний и учeбные oбъекты, инфoр-

мационные системы научно-исследовательских целей, обеспечивающие построение единой 

концепции, согласованной между моделью предметной области и базами данных специали-

стов. 

 
Список использованных литератур: 

1 Gruber T.R. A translation approach to portable ontology specifications // Knowledge Systems Laboratory, Stanford 

University, California. – 1972. –  103 p 

2 Gruber T.R. What is an Ontology? // Knowledge Systems Laboratory, Stanford University, California. – 2001.– 94 p. 

 

 

ANALYZING THE CONTENT OF INTERNATIONAL EDUCATIONAL MASTER 

PROGRAMS IN COMPUTATIONAL LINGUISTICS 
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E-mail: sharalt@mail.ru, ksagin@mail.ru, rozamgul@List.ru, 58stud@mail.ru 

 

Abstract: Training of national cadres in the field of computer linguistics should be carried out 

through the development and implementation of quality educational programs based on the study of 

international experience in the development and implementation of educational programs in com-
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puter linguistics, tuning methodology tools, as well as the questioning, diagnosis and classification 

of training needs. 

To develop the educational program Erasmus + we have analyzed the educational programs 

of foreign universities and institutions. And it was clear that, although the content of their educa-

tional programs of some universities relate to computer linguistics, but are called differently. 

Based on the questioning of potential employers and the analysis of educational programs on 

computer linguistics of various universities, a list of competencies and disciplines was defined for 

the creation of a draft curriculum on computer linguistics.  

Presented here is a master's educational program "Computer Linguistics", implemented under 

the Erasmus + project. 

Key words: educational programs, computational linguistics, Mathematical Foundations of 

Computer Linguistics,  Semantic analysis of texts,  Methods of speech synthesis 

 

1. Introduction 

Modern computer linguistics covers subjects, related to automatic analysis of natural lan-

guage. At first, These includes  machine translation, information retrieval, voiced data entry, emo-

tional analysis of texts and messages, etc. Second, the creation of educational and reference lan-

guage resources, experimental tasks in the field of language theory. Third, the development of vari-

ety of applications that rely on language data. 

Computer linguistics is necessary in startups, developing new linguistic technologies - for ex-

ample, to create robots, understanding speech and responding in natural language, to automatically 

recognize emotions in the texts of users of social networks; in companies, engaged in processing 

large amounts of unstructured text data. 

Currently, specialists in computer linguistics are very much in demand in the largest compa-

nies, involved in development in the field of linguistics. In Central Asia, educational task of training 

such personnel is quite new, and it became apparent only recently in connection with the rapid de-

velopment of artificial intelligence. At the same time, there are no educational programs for targeted 

mastering in the field of computer linguistics, which proves again the obvious relevance of the mas-

ter's educational program on computer linguistics, implemented under the Erasmus+ project, which 

includes the following member universities: 

 

1. University of Santiago de Compostela, USC 

2. Universityof a Coruña, UDC 

3. Τechnological Educational Institution of Athens, TEIATH 

4. UniversityofPorto, U.PORTO 

5. Adam Mickiewicz University in Poznań, AMU 

6. UrgenchStateUniversity, UrSU 

7. Samarkand State Institute of Foreign Languages, SamSIFL 

8. Tashkent State University of the Uzbek language and literature, TSUUL 

9. NationalUniversityofUzbekistan, NUUz 

10. Republican State Enterprise operating under the right of economic management 

A.BaitursynovKostanay State University of   Ministry of Education and Science of the Republic 

of Kazakhstan,    KSU 

11. L.N. Gumilyov Eurasian National University,  ENU 

12. Al-Farabi Kazakh National University, KazNU[1].  

 

In Kazakhstan, the classifier of specialties for higher education does not include specialty 

"Computer Linguistics", but at L.N. Gumilyov ENU, since 2013 the training path "Computer 

Linguistics" has been developed and implemented within the framework of educational programs 

for bachelor's specialties - "5В060200-Informatics" and magistracy - "6М060200-Informatics". For 

that  we conducted a survey of representatives of employers of specialists in the field of 

computer linguistics, studied educational programs on computer linguistics of foreign universities. 



154 
 

 

2. Questioning of employers of specialists in the field of computer linguistics 

 

In order to find out the employers' opinion about the prospective competencies required for 

specialists in the field of computer linguistics, we conducted a questionnaire using the following 

application: 

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLScT6iJA5e-

iYKIC4mAIzcF_sMch77CRylhGUwmi 

_FQ1afiRWA/viewform?c=0&w=1&usp=mail_form_link 

 

The purpose of the questionnaire is to determine the competencies and needs of specialists in 

the field of computer linguistics based on interviewing potential employers. 

The result of the questionnaire: the definition of the list of competencies and the needs of spe-

cialists in the field of computer linguistics. 

 

3. Analysis of educational programs on computer linguistics of foreign universitie 

          The purpose of the analysis of educational programs is to determine the level of 

education and the list of disciplines that provide these level. The result of the analysis of 

educational programs is the definition of a list of disciplines on the basis of an analysis of the 

content of international educational master's programs in the field of computer linguistics. 

Training of national cadres in the field of computer linguistics should be carried out through 

the development and implementation of quality educational programs based on the study of 

international experience in the development and implementation of educational programs in 

computer linguistics, tuning methodology tools, as well as the questioning, diagnosis and 

classification of training needs. 

To develop the master's educational program "Computer Linguistics", implemented by the 

Erasmus+ project, we analyzed the educational programs of the following universities and 

institutes: 

 

Table 1 - List of disciplines in Computational Linguistics 

№ Country, name 

university, Web-

site 

Disciplines 

1.  RGGU 

Russian State 

University for the 

Humanities, 

www.rggu.ru 

Introduction to fundamental linguistics 

Typology, comparativistics, areal linguistics 

Modern syntactic theories 

Case and experimental methods in semantics 

Introduction to Computational Linguistics 

Computer Sociolinguistics 

Mathematical Foundations of Linguistics 

Statistical models in linguistics 

Methods of artificial intelligence in Computational Linguistics 

Programming of linguistic tasks 

Linguistic annotation / markup 

Specialized linguistic databases 

Methods for evaluating AOT systems 

Models and methods of Computational Linguistics 

Classification methods and machine learning 

Linguistic basis of machine translation 

Computer Parsing 

Analysis of oral speech 

http://www.rsuh.ru/
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2.  SPbSU 

St. Petersburg 

University, 

spbu.ru 

Methods and models of ontological engineering 

Methods of knowledge engineering in humanitarian research 

Text understanding systems 

Text analysis models and their software implementation 

Statistical methods in language engineering 

Hull methods in language engineering 

Linguistics of the text and theory of verbal communication 

Languages and standards for describing information resources 

Expert systems and methods of inductive generalizations 

Methods of decision support 

Methods of software implementation of intelligent information technologies 

Mathematical modeling in data processing technologies 

Methodology and technology of designing information systems 

Information Society and Problems of Applied Informatics 

Business English 

Philosophical problems of science and technology 

3.  HSE 

High School of 

Economics 

Computational 

Linguistics 

Linguistic data: quantitative analysis and visualization 

Introduction to Linguistics 

Mathematics 

Formal models in linguistics 

Functional and cognitive models in linguistics 

Computational Linguistics 

Programming (Python) 

Analysis of linguistic data: quantitative methods and visualization (taught in Eng-

lish) 

Mathematical foundations of Computational Linguistics 

Machine learning 

Experimental Linguistics 

Database 

Ontologies and semantic technologies 

Digital Humanitarian Technologies: Resources, Tools, Case Studies 

Designing of linguistic resources and systems 

4.  MPhTI 

Moscow 

University of 

Physics and 

Technology, 

mipt.ru 

Mathematical Foundations of Linguistics 

Statistical models in linguistics 

Introduction to fundamental linguistics 

Typology, comparativistics, areal linguistics 

Russian corpus grammar 

Introduction to Computational Linguistics 

Computer Sociolinguistics 

Modern syntactic theories 

Typology of grammatical categories 

English for professional communication 

Models and methods of Computational Linguistics 

Data structures and basic algorithms 

The main algorithms of linguistic analysis 

Analysis of oral speech. 

Corpus linguistics: building and using enclosures 

Classification methods and machine learning 

Computer models of discourse 

Linguistic basis of machine translation 

Formal models and resources of world languages 

Linguistic annotation / markup 

Methods for evaluating AOT systems 

Computer parsing. 

Methods of artificial intelligence in Computational Linguistics 

Application Packages for Linguistic Studies 

Specialized linguistic databases 

Linguistic support of the tasks of document analysis 

Automatic assessment of the complexity of texts 
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5.  ITMO (St. Peters-

burg) 

St. Petersburg 

National Research 

University of 

Information 

Technologies, 

Mechanics and 

Optics, ifmo.ru 

Information Technology: 
• System analysis and modeling of information processes and systems; 

• Designing information systems; 

• Organization of design and development of distributed systems software; 

• Organization of software design and development for embedded systems; 

• Software testing; 

• Quality management software development. 

Speech technologies: 
• Digital signal processing; 

• Digital processing of speech signals; 

• Mathematical modeling and decision theory; 

• Pattern recognition; 

• Recognition and synthesis of speech; 

• Recognition of the speaker (speaking by voice); 

• Multimodal Biometric Systems. 

6.  University of Ox-

ford 

http://www.ox.ac.

uk 

Analysis of functional and structural data images of the brain. 

Physiological neuroimaging. 

Brain disorders. 

Diffusion of the image. 

Speech and the brain. 

Visualization. 

Neurodegeneration. 

Cognition. 

Psychiatry 

7.  University of Cali-

fornia, Los Ange-

les (UCLA) 

http://www.ucla.e

du 

Phonetics. 

Phonology. 

Syntax. 

Semantics. 

Psycholinguistics. 

Matlingvistics. 

Historical linguistics. 

African, Indian languages. 

8.  Harvard Universi-

ty 

https://www.harva

rd.edu 

Fundamental studies of the speech apparatus and speech functions. 

Clinical studies of human voice and speech abnormalities. 

Mechanics, biophysics, physiology and / or molecular biology of the middle and 

inner ear. 

Acquired or congenital abnormalities of the mechanisms of hearing. 

Neurophysiological or modeling approaches in the study of nerve cells and cir-

cuits underlying auditory processing. 

Neurovisual studies of the mechanisms of tinnitus. 

Cognitive neurobiology of language signal processing. 

Design, development and improvement of the hardware and software system for 

hearing aids, ear implants, vestibular prostheses or algorithms for automatic 

speech recognition. 

9.  Cambridge Uni-

versity 

https://www.cam.a

c.uk 

Acoustic modeling (statistical models). 

Fundamental research in machine learning. 

Optimize dialogue using reinforcement learning. 

Recognition on large dictionaries. 

Pattern recognition. 

Speech recognition on mobile devices. 

Dictator independence and noise cancellation. 

Dialog systems and VoiceXML. 

Statistical language modeling. 

Statistical machine translation. 

Processing and transcription of recognized speech 

10.  Carnegie Mellon 

University 

https://www.cmu.

edu 

User Interface Software 

Cognitive models. 

Speech recognition. 

Understanding of natural language. 

http://www.ox.ac.uk/
http://www.ox.ac.uk/
http://www.ucla.edu/
http://www.ucla.edu/
https://www.harvard.edu/
https://www.harvard.edu/
https://www.cam.ac.uk/
https://www.cam.ac.uk/
https://www.cmu.edu/
https://www.cmu.edu/
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Computer graphics. 

Handwriting recognition. 

Visualization of data, visual design, multimedia. 

Computer support for teamwork. 

Computer music and theatrical skill. 

Social technologies 

11.  Johns Hopkins 

University 

https://www.jhu.e

du 

Language modeling. 

Natural language processing. 

Neural treatment. 

Acoustic processing. 

The theory of optimization. 

Language Entry 

Hence it is clear that, although the educational programs of some universities are named dif-

ferently, but in terms of their content, they refer to computer linguistics. 

 

4. Purpose and description of the master's degree program 

The master's educational program "Computer linguistics" has 3 directions: "Linguistics", 

"Speech technologies", "Text technologies" (Text processing). 

Bachelors-philologists and bachelors-psychologists enter the direction of "Linguistics". 

Graduate students with a philological education are necessary for the training of specialists in 

the engineering of knowledge in the field of linguistics, without the need to study the mathematical 

foundations of computer science and programming. They will study the methods of composing the 

thesauri for certain subject areas, mark-up languages for audio and text records for creating text and 

audio corpora, language models for speech technologies. 

 

In the direction "Speech technologies" and "Text technologies" 

 Graduate students who graduated from the bachelor's degree in computer science will be 

trained in two parallel trajectories: speech technologies and word processing technologies, which 

will provide mathematical and the basis and methods for creating these technologies. 

Preparation of masters in the direction of "Linguistics" requires: a deep study of the 

fundamental foundations of linguistics with an emphasis on the methods of creating operational 

formal models of the language system, the adequate complexity of such tasks of natural language 

processing, as recognition and synthesis of speech and text, semantic analysis and understanding of 

text and speech. 

Preparation of masters in the direction of "Speech Technology", requires in-depth study 

Methods of transcription of sounds and speech, Methods of Speech Recognition, Methods of speech 

synthesis, Methods of transcription of sounds and speech, Methods of Speech Recognition ,   

Methods of speech synthesis 

Preparation of masters in the direction of "Text Technology" requires Methods and tools for 

creating text corpora 

Methods and tools for creating audio corpora, Syntax analysis of texts, Morphological 

analysis of texts, Semantic analysis of texts 

It should be noted that any educational program consists of mandatory disciplines (Mandatory 

part) and elective disciplines (Variational part). 

https://www.jhu.edu/
https://www.jhu.edu/
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1. Mandatory part: History and philosophy of science,  Foreign language (professional), 

Pedagogics, Psychology, Software development technology 

2. Variational part: 

Linguistics: Ontology design tools, Tools for  processing visual data, Tools for  processing audio 

data , Tools creating thesauri, Semantic Search Tools. 

Speech technologies: Methods of transcription of sounds and speech, Methods of Speech 

Recognition, Methods of speech synthesis, Methods of transcription of sounds and speech, Methods 

of Speech Recognition ,   Methods of speech synthesis. 

Text technology: Methods and tools for creating text corpora, Methods and tools for creating audio 

corpora, Syntax analysis of texts, Morphological analysis of texts, Semantic analysis of texts. 

The table below presents the master's educational program "Computer linguistics" 

List of disciplines 

 

Table 2 - Semester 1 

UE Objectif Modules ECTS Lec

tur

es 

TP TL W 

pers. 

Total 

UE1 History and philosophy of science  Methodolo-

gy of mas-

ter's degree 

students 

training 

3 15 15  60 90 

UE2 

Foreign language (professional) 

3  30  60 90 

UE3 
Statistical methods in Natural 

Language Processing 

Methods of 

natural lan-

guage pro-

cessing  

5 15 30  90 135 

UE4 
Mathematical Foundations of 

Computational Linguistics 
5 15 30  90 135 

 course by choice 1*        

UE5 Tools for creating text corpora Tools for the 

creation of 

language 

corpora 

5 15 30  90 135 

UE6 Tools for creating audio corpora 5 15 30  90 135 

UE7  1.1 Programming in  Рython Languages 

for symbol 

processing 

5 15 30  90 135 

UE8 1.2 Programming in Prolog 5 15 30  90 135 

UE9 
1.3 Methods of digital processing 

of speech signals 

Digital Sig-

nal Pro-

cessing 

5 15 30  90 135 

UE10 
1.4 Software for processing 

speech signals 
5 15 30  90 135 

UE11 
Scientific-research work of grad-

uate  students (master) 

 
4     120 

*-  the student has the right to choose two of the 4 courses. Each course is 5ECTS (135 hours) 

Conventions: 

TP: Practical work 

TL: Laboratory work  

Pers. work:  Independent work (libraries, at home, in practice, etc.)  
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ECTS: European credit transfer system 

 

Table 3. - Semester 2 UE (2 semester = 30 ECTS) 

UE Objectives Modules ECTS 

Lec

ture

s 

TP TL 
Pers. 

work 
Total 

UE1

2 

Pedagogics Methodolog

y of master's 

degree 

students 

training 

3 15 15  60 90 

UE1

3 

Psychology 
3 15 15  60 90 

UE1

4 

Software development technology  
3 15 15  60 90 

 Course by choice 2**        

UE1

5 
Ontology design tools 

Tools for 

processing 

natural lan-

guages 

5 15 30  90 135 

UE1

6 
Tools for  processing visual data 5 15 30  90 135 

UE1

7 
Tools for  processing audio data  3 15 15  60 90 

UE1

8 
Syntax analysis of texts   

Text  

understand-

ing 

5 15 30  90 135 

UE1

9 
Morphological analysis of texts 5 15 30  90 135 

UE2

0 
Semantic analysis of texts 3 15 15  60 90 

UE2

1 

Methods of transcription of sounds 

and speech 

Speech  

recognition 

5 15 30  90 135 

UE2

2 
Methods of Speech Recognition 5 15 30  90 135 

UE2

3 
Methods of speech synthesis 3 15 15  60 90 

UE2

4 

Scientific-research work of gradu-

ate  students (including scientific 

internships)  

 8     240 

** - the student has the right to choose three out of 6 courses. Each course - 3 credits (90 

hours) or 5 credits (135 hours) 

 

Table 4. - Semester 3 UE (3 semester = 30 ECTS) 

UE Objectives Modules ECTS 
Lect

ures 
TP TL 

Pers. 

work 
Total 

UE25 Specialized linguistic databases Big Data  5 15 30  90 135 
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UE26 
Data Mining 

processing 

and storing 
4 15 30  90 135 

 course by choice3***        

UE27 Tools creating thesauri Search 

Tools 

5 15 30  90 135 

UE28 Semantic Search Tools 5 15 30  90 135 

UE29 
Sentiment analysis of natural lan-

guage texts Creating of 

text corpus 

5 15 30  90 135 

UE30 
Method for processing of  text 

corpora  
5 15 30  90 135 

UE31 
Synthesis of speech analysis of 

natural language Creating of 

audio corpus 

5 15 30  90 135 

UE32 
Methods for processing of audio 

corpora 
5 15 30  90 135 

UE33 
Scientific-research work of 

graduate  students 
 8     240 

UE34 Teaching practice  3     90 

***- the student has the right to choose two of the 4 courses. Each course - 5 credits (135 

hours) 

Table 5. - Semester4 UE (4semester = 30 ECTS) 

UE Objectives Modules ECTS 

Lec

ture

s 

TP TL 

Per

s. 

wor

k 

Total 

UE35 
Scientific-research work of graduate  

students 
 8     240 

UE36 Research internship  12     360 

UE37 Complex exam  3     105 

UE38 
Writing and  defense of Master's de-

gree thesis  
 7     315 

 

Conclusion 

Based on the analysis of questionnaires of employers and educational programs, we defined 

competencies, a list of disciplines, an ontological model and the educational program on computer 

linguistics have been built, with three training trajectory. 

This educational program can be used not only in the L.N. Gumilyov ENU, but in other 

universities as well. 
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